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自然 界 的 运动 和 变化 是 有 规律 的 ,认识 这 些 规律 是 自然 科学 的 任务 。 而 需 用 数量 来 描 
述 这 些 规律 时 ,往往 需要 引信 坐标 系 , 只 有 这 样 , 才 能 把 数学 带 到 自然 科学 中 去 。 然 而 , 随 之 
而 来 的 问题 是 ,本 来 与 坐标 系 无 关 的 自然 规律 , 它 的 数学 表达 式 不 得 不 与 坐标 系 的 选择 夹杂 
在 一 起 ,以 至 德 盖 了 原来 事物 的 物理 本 质 。 

张 量 的 引入 愉 是 方 图 既 采 用 坐标 系 又 摆脱 具体 坐标 系 影 响 的 一 种 尝试 。 使 用 张 重 , 可 
以 简化 推导 ,使 演算 过 程 清 蜥 ,表达 方式 整齐 统一 。 用 张 量 描 述 的 物理 定律 或 几何 定理 ,所 
得 到 的 结果 在 任何 坐标 系 下 都 具有 不 变形 式 ,从 而 充分 地 反映 了 这 些 现 象 的 物理 或 儿 何必 
性 。 张 量 所 具有 的 高 麻 概 括 形式 简 车 的 特点 使 得 它 在 分 析 力 学 .固体 力学 .流体 力学 、 下 何 
学 .电磁 学 和 相对 论 等 诸多 领域 获得 了 越 来 越 广泛 的 应 用 。 

时 至 今日 ,不 粱 悉 张 量 分 析 的 人 阅读 连续 介质 力学 的 文献 是 很 闲 难 的 , 巷 至 是 不 可 能 
Jo EXN W. ЕИ ге 所 说 ,有 了 张 量 分 析 ,研究 连续 介质 力学 就 如 鱼 得 水 。 

随 着 现代 工程 技术 的 发 展 , 许 多 教师 和 科技 工作 浴 希 望 了 解 和 熟悉 张 量 分 析 的 有 关 知 
识 , 为 适应 新 形势 的 要 求 , 近 年 来 很 条 高 等 院 校 都 为 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 开设 了 * 张 芋 分 
析 "课程 。 

考虑 到 本 书 前 主要 读者 对 象 是 工科 的 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 , 因此 我 们 着 重 阑 明 张 量 
的 基本 概念 和 基本 运算 规律 ,并 在 最 带 用 的 三 维 欧 氏 空间 中 进行 讨论 。 谭 替 较 密 的 应 用 实 
例 也 基 为 了 使 读者 在 理解 张 量 的 物理 意义 时 ,不 至 在 抽象 的 理论 面前 感到 困惑 。 当 然 ,为 了 
突出 张 莒 理论 的 严密 性 ,我 们 对 一 些 重要 的 定理 和 公式 也 给 出 了 较为 详细 的 推导 。 

本 书 是 作者 在 多 年 的 研究 生 教学 实践 基础 上 ,参阅 了 大 熏 的 同类 教材 ,为 加 强 我 校 研 究 
生 教 材 建设 的 需要 而 编写 的 。 作 者 力图 编写 出 一 本 内 容 羯 实 , 语 青 准确 鲜明 ,密切 联系 工程 
为 学 的 通俗 易 懂 的 研究 生 教材 。 

本 书 的 第 一 ,二 ,六 章 由 朱 卫 兵 编写 ;第 三 .四 .五 章 由 张 钼 良 编写 ,最 后 由 张 炊 良 统一 修 
改定 稿 ; 张 晓 斌 和 刘 浩 参加 了 收集 资料 和 初稿 的 打字 校对 工作 ,并 负责 了 插图 的 绘制 ,为 书 
稿 的 顺利 完成 付出 了 辛勤 的 劳动 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 ! 
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11 Ж Ж 


任 一 物理 现象 都 是 按照 一 定 的 客观 规律 进行 的 ,它们 是 不 以 人 们 的 意志 为 转移 的 。 但 
是 ,在 研究 分 析 这 一 物理 现 银 时 ,人 们 采 调 的 方法 则 是 由 人 们 的 意愿 决定 的 .无 数 事实 说 明 , 
研究 方 沙 的 选用 与 当时 人 们 对 客观 事物 的 认识 水 平 有 关 ,而 研究 方法 的 好 坏 直 接 关 系 到 求 
йе Га) ЖИПТИ ТЕ] ЖЕ E o 

在 数学 和 物理 学 中 ,我 们 常常 会 过 到 一 些 几何 有 量 和 物理 量 , 它 们 者 与 坐标 系 的 选取 无 
美 。 其 中 有 一 些 比较 简单 的 量 , 如 平面 图 形 的 面积 ,一 有 限 物 体 的 体积 和 温度 等 ,这 些 量 仅 用 
它们 的 其 值 (加 .上 相应 的 单位 ) 就 能 够 摘 述 ,例如 可 以 用 立方 米 来 凌 示 体积 , 某 时 齐 的 温度 
汪 用 摄氏 温标 的 度数 来 表示 。 这 种 用 量 值 就 能 表征 的 量 , 通 常 称 为 标量 ,当然 ,我 们 玉 会 碰 到 
比 标量 复杂 一 些 的 量 ,如 位 移 、 力 .速度 和 加 速度 等 ,它们 不 能 单 用 数值 来 描述 ,因为 这 些 重 
不 公有 莉 值 ,而 且 有 方向 ,如 一 个 气象 预报 员 预 报 基 天 的 风速 时 ,他 不 仅 应 当 说 明 风 的 速率 
《风速 的 量 值 ) ,而 且 应 当 说 明 风 歇 的 方向 ,这 样 才能 完整 地 加 以 描述 .这 种 必须 用 量 值 和 方 
向 来 表征 的 量 , 称 为 矢量 .在 三 维 空间 中 ,下 以 用 标明 方向 的 线段 ( 即 有 疝 线段 ) 来 表示 这 些 
物理 量 。. 习 惯 上 常常 用 粗 体 小 写字 母 , 如 a,b, u, 等 表示 矢量 。 本 书 中 把 这 种 表示 方法 称 为 
不 变性 记 法 (或 称 抽 象 记 法 、 编 对 记 法 等 )- 所 谓 * 不 变 ” 一 启 , 意 味 着 它 与 坐标 系 的 选取 无 
关 , 也 就 是 说 , 它 并 不 因 举 标 系 的 改变 而 发 生变 化 。 

在 处 理 具体 问题 时 ,我 们 常常 需要 选 定 坐 标 系 , 这样 就 会 带 来 很 多 方便 ,在 三 维 欧 氏 空 
间 中 ,通常 采用 正 交 笛 卡尔 坐标 系 oxyz。 这 样 ，-- 个 失 量 就 可 以 写成 三 个 分 失 量 之 和 ,如 

а = ата j + ай (1.1.1) 

P, i,j,k 是 沿 坐 标 轴 正 向 的 单位 矢量 ;a , а, , а, ОУК а 的 坐标 ,在 本 书 中 把 它们 称 
ARË а 关于 坐标 系 oxyz 的 分 量 , 或 简称 为 分 量 。 

显然 ,矢量 的 分 量 与 坐标 系 有 关 , 即 当选 取 不 同 坐 标 系 时 ， 将 得 到 不 同 的 分 量 。 虽 然 如 
此 ,我 们 也 自然 可 以 想到 , 同 -一 矢量 在 不 同 坐 标 系 卞 得 到 的 不 同 分 量 之 间 一 定 有 着 某 种 联 
ЖА. ,也 就 是 说 一 定 可 以 通过 坐标 系 之 间 的 变换 关系 而 找到 它们 之 间 的 联系 ,于 是 ,我 们 也 可 
以 用 满足 一 定 坐 标 变换 关系 的 三 个 有 序数 来 定义 矢量 , 称 每 个 数 为 矢量 的 分 量 。 

随 者 科学 技术 的 不 断 发 展 ,我 们 遇 到 了 比 矢量 更 为 复杂 的 几何 量 和 物理 量 , 对 它们 的 描 
述 就 不 能 只 用 量 值 和 方向 ,而 必须 应 用 更 多 的 概念 ,如 同体 中 - :点 出 于 内 力 而 产生 的 应 力 ， 
我 们 必须 确定 力 和 力 所 作用 的 面 ,另外 ,还 有 弹性 体 中 任 一 体积 元 的 形变 以 及 转动 惯量 等 ， 
这 样 的 量 只 能 用 所 谓 张 量 的 数学 实体 来 描述 ,以 后 我 们 还 将 看 到 ,前 面 所 述 的 标量 和 矢量 实 
际 上 都 是 张 基 的 特例 。 

张 量 的 概念 是 在 19 世纪 巾 高 斯 (Gauss) , Ж ( Ricmann) . 7 E ER HEAR $R (Christoffel) 等 
人 在 发 展 微分 几何 过 程 中 引信 的 。 在 此 基础 上 ,1887 — 1904F fä], ÆA (Ricci) ЯВНА: 83 
Е - УЕ (Levi Civita) 发 展 了 张 量 分 析 ,虽然 他 们 也 曾 介绍 过 张 量 的 某 些 应 用 ,但 很 少 有 

* 1 + 


人 注意 -直到 1916 年 爱 因 斯 坦 (Einstein) 用 黎 上 坚 几 何 与 张 量 分 析 来 阐述 他 的 广 头 相对 论 , 才 
给 张 晤 这 一 纯 数 学 理论 以 丰富 的 物理 上 内容, 使 张 量 分 析 在 物理 学 中 占有 帘 出 的 地 位 。 自 20 
世纪 各 年 代 开 始 , 张 量 分 析 逐 步 成 为 研究 连续 介质 力学 的 有 效 工具 ,时 至 今日 ,不 熟悉 张 量 
分 析 的 人 在 阅读 连续 介质 力学 的 文献 时 会 感到 相当 困难 -由 此 可 网, 张 基 分 析 不 仅 在 数学 领 
域内 占有 … 席 之 地 ,更 重要 的 是 它 在 现代 物理 和 力学 的 研究 中 已 成 为 一 种 不 可 或 缺 的 重要 
工具 。 

与 矢量 一 样 ,来 量 也 是 一 个 与 坐标 系 的 选取 无 美 而 客 剖 存在 的 量 ,而且 可 专 把 它 视 为 矢 
其 的 发 展 和 推广 。 因 此 , 张 量 也 有 不 变性 记 法 和 分 量 记 法 (也 叫 指 标记 法 ) 两 种 表示 法 。 前 面 
已 经 说 过 ,在 三 维 欧 氏 空 间 中 ,矢量 可 以 用 一 个 有 方向 的 线段 简明 直观 地 表示 出 来 ,可 是 对 
于 张 量 ( 如 应 力 ` 应 变 、 转 动 惯量 等 ) 却 办 不 到 ,也 就 是 说 ,单纯 通过 不 变性 记 法 来 认识 张 量 
是 有 困难 的 。 邦 么 怎样 来 表示 一 个 张 量 呢 ? 我 们 仍然 需 借 助 于 坐标 系 ,把 张 量 的 不 变性 记 法 
用 形式 上 有 点 像 矢量 式 (1.1.1) 的 方式 来 表示 。 在 本 书 中 这 将 作为 张 量 的 定义 。 于 是 也 能 得 
到 一 组 有 序数 , 称 为 张 量 的 分 量 -显然 ,与 矢量 的 分 量 -一 样 ,在 不 同 坐标 系 中 , 张 量 的 分 量 也 
是 个 相同 的 ,但 同一 张 量 在 不 同 坐标 系 中 的 不 同 分 量 之 间 也 可 以 通过 坐标 变换 关系 而 找到 
它们 之 乔 的 联系 。 于 是 ,我 们 疝 样 用 满足 一 定 坐标 变换 关系 的 一 组 有 序数 来 定义 张 量 . 这 种 
定义 法 称 为 指标 记 法 。 以 后 我 们 还 将 看 到 ,一 旦 定义 了 п 醒 张 量 后 ,就 会 发 现 前 面 我 们 提 到 
的 标量 和 矢量 实际 上 也 属于 张 量 的 范畴 ,它们 分 别 代表 私 阶 张 量 和 一 阶 张 量 。 

大 争 数 初学 者 对 于 由 矢量 到 一 般 张 量 的 转变 会 感到 突然 ,以 至 产生 一 定 的 困难 ,因此 省 
以 要 对 矢量 作出 进一步 的 讨论 ,这 有 助 于 读者 在 学 习 一 般 张 量 之 前 ,掌握 关于 张 量 的 某 些 知 
识 。 也 就 是 说 ,下面 将 对 矢量 的 表达 方式 逐渐 与 对 张 量 的 表达 方式 统一 起 来 。 


1.2 ХЕЛ Ні # 


1.2.1 =E 


ЕР ЕКЕ а Н, а АГ ADIN i H W p — ДЕ МИ ЗСК, IS KS sS ZR, 
例如 u,v, w ЗЕ ЕЕ НО УРОЖАЕ и |, || ,| w | RT MEARE 
的 矢量 为 零 撩 量 , 用 0 表示 。 称 与 矢量 w 的 模 相等 而 方向 相反 的 撩 量 为 xz HARE, H- и з 
To RERE L TF EER 

1. 相等 

两 个 矢量 具有 相同 的 寞 和 方面 , 则 称 这 两 个 矢量 相 
等 。 即 一 个 矢量 做 平行 于 其 自身 的 移动 则 这 个 矢量 不 变 。 

2. ЕЯ 

ЗЗР ро Е ХЕ Ж Эс БЕЯП, 同一 空间 中 两 个 


矢量 之 各 仍 是 该 空间 的 矢量 ,如 图 1 - 1 所 示 。 图 1-1 ХИ 
矢量 和 满足 以 下 规则 。 
交换 律 и +u = u+ E (1.2.1) 
结合 律 (u +o) + W = # + (s + P) | (1.2.2) 


НКА 2 НН 1 де Е 
А 2 . 


# — € ич (ә) (1.2.3) 


并 且 有 
u + (— u) = O (1.2.4) 
з. Жэки | 
设 aa, 等 为 实数 , 拓 量 и ЖЕЗЕЗ ЕН ЖЕ, Ио = ан. НЕХ: 是 与 
и HHAH u Зо, Чо ЖЕН e Би ВН; a НЯ p Бы Б 8]; a 为 零 时 +8 ХЕ 
bt RERE EL F FU. 


pap mE: (a + Бы = аи + Би (1.2.5а) 
alu + v) = аи + ав (1.2.5b) 
结合 律 albu) = abu (1.2.6) 


由 矢量 关于 求 和 与 数 情 两 种 运算 规则 可 知 , 属 于 同一 空间 的 矢量 组 м, (г = 1,2,--- n) 
манаа у) аш, АЛ ах [рО В, НЬ а, 是 实数 -矢量 组 zi , ws,，…, и, 线性 相关 是 指 
存在 一 组 不 全 为 零 的 实数 ау, 02,777, а, ,使得 


>; ан, = Ü 
REER AARM wisou SARH а, = 06 = 1,2,…,n) 时 , 才 有 
У) аи = Ü 


则 称 这 组 п 个 矢量 是 线性 无 关 的 。 

维 数 , 一 -个 矢量 空间 所 包含 的 最 大 线性 无 关 矢 量 的 数目 称 为 该 所 量 空间 的 维 数 。 显然 ， 
二 维 空间 最 多 有 3 个 线性 无 关 的 矢量 ,平面 最 多 有 2 个 线性 无 关 的 矢量 ,在 nn 维 空 [нн „прш 
根据 解决 物理 问题 的 需要 选择 n 个 线性 无 美的 矢量 ,而 任 一 矢量 可 用 这 " 个 矢量 的 线性 组 
合 来 表示 。 

在 二 维 空间 的 第 卡尔 坐标 系 中 , 任 一 矢量 „нр КОМ 

р = uj + vj + vk (1.2.7) 

АНН, р, НИ, у, z 轴 正 向 的 单位 矢量 。 


1.2.2 矢量 的 点 积 


ЖЕ X 6 Е 5 o HARRA 
F- e= |Filelcos(F,e) 2.85 
АН, СР, 表示 F Но НЕ, 1—2 БИЯК а F оаа ME 
ЯН ( 1.2.8) 可 知 , 严 在 上 的 投影 是 严 . e, , i e ZE F КЮ 
Erv- e, , BL 


F-v» -= |oi(F- = | Flo- 2 
在 三 维 空间 的 笛 卡 尔 坐 标 系 xyz ыш жаре 
Е-е = Ер. + Ғе + Fr, {1.2.9} 
H OFRI 2 表示 速度 时 , 严 -v 表示 功率 。 
两 个 矢量 的 . 点 积 服 从 以 下 规则 。 
交换 律 ит = Фи (1.2.10) 81-2 两 个 矢量 的 点 积 
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分 配 律 Е-(и+ ж) = F+ u + F: o (1.2.11) 
正定 性 H ° u > 0 (1.2.12) 
HRH H = 0 时 .有 п-и = 0 
Schwartz 不 等 式 . 
што = lullet (1.2.13) 


1.2.3 УЖ 


Ул u то 的 又 积 ( 也 称 矢 积 ) 是 垂直 于 а, р HRPA- ARE w EX 
i j k 
(1.2.14) 


w HEET u, o 所 在 平面 的 矢量 ,其 方向 符合 右手 法 
则 ,如 图 J -3 所 示 。 


хня 
|н xol = iz||elsin( a,v) (1.2.15) 
IP sini u,v) > 0.223% S ЖИ АОЛ АЕ, ШУ ЖИ pz = -n 
их =- әхи (1.2.16) ры 
KER де >> Bi CË 


F x (и+о) = Fx +F xe (1.2.17) 
MX WPJ XE: НАРО P T ВА A ВЫ RE. 
的 平行 四 边 形 的 面积 ,其 方向 垂直 于 该 平行 四 边 形 所 在 平面 。 
至 个 矢量 的 二 重 马 积 满 足以 下 恒等式 
их (p X W) = (# ` p) o (ит (1.2.18) 
这 个 公式 的 证 明 可 现 后 面 的 例 1.8555, ЕАН, В НЕ Ж R 438 ЕВЕ 


# x (0 x W) = (u хе) хз 


1-3 BARHIA 


1.2.4 矢量 的 混合 积 
定义 三 个 矢量 ee,m 的 混合 各 是 


lu o w] = 
H. Hy и, ш. Ty м. 
= Iw а (ш | (1.2.19) 
ш. Wy аш, u, т ш, 
若 更 换 三 个 矢量 在 混合 积 中 的 次 序 ,应 满足 
[н e w] = [0 w а] = [ә s [ош w] 
=- [а w shl=-[w v д] (1.2.20) 


РЕНА РЕ ЭР, ЭТ РАНЕНЫ СН Е S Dl мю. w 为 三 个 楼 边 所 国 成 
的 平行 六 面体 的 体积 。 式 (1.2.19) 与 式 (1.2.20) 还 决定 了 当 u o, w 构成 右手 系 时 ,该 平行 
АННИНО IF Е. 


利用 式 (1.2.9) 和 式 (1.2.19) 还 可 以 证 骨 , 由 三 个 笑 量 的 两 两 点 积 所 构成 的 行列 式 等 于 
. 4 a 


三 个 矢量 所 构成 的 体积 的 平方 。 即 


H и д‘ н * W 
т=н v-v ви! = [ыи o w] {1.2.21) 
W-E тже w м 
实际 上 它 是 式 (1.2.19) 中 两 个 行列 式 的 乘积 。 
用 同样 方法 可 以 证 明 

и-н изр ин" 

vu pev vew |s [ы o» jou vw w] (1.2.22) 

Wu woy ww 


KE, и, v, w и’, в’, 都 是 任意 矢量 。 
例 1.1 利用 矢量 方法 求证 平面 几何 中 的 余弦 定理 
с? = а? + Б? — 2аЬсовС 
证 明 ЖНЖ a ,5,e 表示 三 角形 的 三 条 边 ВС, СА, 
ВА; А,В,С 表示 三 角形 的 三 个 顶 胡 ,如 图 1 — 4 所 示 , 则 


c€ = а + РБ 


= етс = (а +): (а + Б) 1-4 平面 几何 中 的 余弦 定理 
= 和 人 二 2 
= а? + Б^ + 2аЬсоѕ(т — С) 
= а? + b? — 2abceosC 
011.2 BARE o 绕 定 轴 转 动 的 刚体 上 的 每 一 点 都 绕 着 该 轴 做 圆周 运动 ,单位 时 间 
内 转动 的 角度 为 由。 或 用 矢量 六 积 表示 刚体 上 任 一 点 的 线 速 度 ，。 
解 Ко 设 在 旋转 轴 上 ,由 оа P 
点 的 矢 径 r 可 以 描述 了 刚体 上 任 一 点 天 的 位 置 ,用 矢 
Ж o 表示 角速度 ,其 大 小 等 于 ,方向 沿 旋 转轴 且 
与 旋转 方向 之 间 满 足 右 手法 则 。P 点 到 定 轴 的 距离 
а, Пра 1 — 5 Ж. 
ЗЧ P ЕЕ РЕ, Sok x С, 
PP 点 做 该 平面 内 绕 C 的 图 周 运动 , pE EF ç 的 方向 为 P 
点 外 港 该 甩 局 的 切线 方向 。 即 
v:o = 0 vv:r=0 (e | өз,р | F) 
v BJA А wd 


ly| = wd = wrsing 


Ae 
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13 和 斜 角 直 线 坐 标 系 


为 了 便于 定量 求解 某 个 物理 问题 ,人 们 常 舌 要 选择 不 阅 的 坐标 系 描述 物理 量 及 其 遵循 
的 客观 规律 ,除了 大 家 都 熟悉 的 笛 卡 尔 举 标 系 外 ,还 可 以 选择 非 正 交 的 或 非 直 线 坐 标 对 ,本 
节 介 绍 奥 具 一 般 章 义 的 坐标 系 以 及 矢量 与 张 量 的 非 笛 卡尔 分 量 。 


1.3.1 ”平面 内 的 斜 角 直 线 坐 标 系 

图 1 -6 表示 平面 内 直线 坐标 系 a EP r 右上 角 的 数字 代表 上 标 , 而 不 是 寡 次 ,以 区 
别 不 同 的 坐标 。 知 次 用 括 导 给 出 ,如 (ai 六 ) ,x' ЯШ x? 互 不 正 交 , 夹 角 为 olp < л), БЙР» 
与 的 参考 矢量 g, 与 g( 它 们 可 拟 不 是 单位 矢量 ), 则 任意 和 失 量 呈 可 以 用 它 对 g, 与 е, 分 解 
Шу ЕҢ Р! £ 与 Р? g, 之 和 来 表示 。 即 


1-6 平面 内 的 亲 角 直线 坐标 系 


2 
Р = Ра + Рв = >1P°g, = Р°р, (1.3.1) 
1 


ЕЕ TRAS , RA Т E RNE 
(Einstein) 求 和 约定 。 其 中 а КН ‚ТЇЙ ДЕЛЛЕ ЭШИ. 

ШЕЕ ЖЕ ЖИ T 

(D 三 间 --- 项 中 ,以 -一 个 上 指标 与 -个 下 指标 成 对 地 上 出现 ( 在 直角 稍 卡 尔 坐 标 系 中 不 分 
上 下 指标 ,一 律 取 下 标 ,以 后 将 会 说 明 ) ,表示 在 其 取 值 范围 内 求 和 (对 于 一 维 , 从 1 35 2 330; 
对 于 三 维 , 从 ] 至 3 求 和 )。 

(2) 每 一 对 是 指 标的 字母 可 以 用 相同 取 值 范围 的 另 - -对 字母 任意 代 换 , 其 意义 不 变 .如 

Р = P*g, = Рев, (1.3.la) 
对 于 爱 因 斯 坦 求 和 约定 ，- 定 要 分 清 式 中 的 哑 指 标 和 自由 指标 ,如 在 直角 稠 卡尔 坐 标 系 


中 


а = бр + G + саз 


It 
aib; = a,b + a; 5; + аз bs 


而 ab; — ajb 中 没有 三 指标 , 故 不 包含 任何 求 和 运算 。 它 表示 共有 九 个 式 子 。 即 
cy = a;5; — аё; ИП = 1,2,3) 
可 写成 
си = @, 6. 一 @16, 
Ca = aib 一 azb; 


сіз = aiba 一 azb; 


ХАП ab, 中 i НЕА j k A ATER, СЕНЕ, ТА 
са = Abie + азр + аб (jk = 1,2,3) 
所 以 有 
ĉn = бррр + Gaba + Gs bs 
ев = аб + ал бы + dn by 


Сз = аб + айл бз + аз Ёз 


当选 定 参 考 矢 量 g, 和 g, 后 ,自然 可 以 确定 任意 矢量 了 的 分 量 P' ЯП Р? | Л x! 和 
x° 的 单位 矢量 站 ЖЕ, МЕ 
i," ir = i, L. = I, Í ` b = š; + = совр = О (1.3.2а) 
m = leli, в. = [geli С1.3.2Ь) 
ЕФ ККАЛ |, [Ч g, 与 е, AE i fu 5с BE E| AKIF ЗЕ, kak t Рае, (а = 1,2) ЕК 
影 不 等 于 它 的 分 量 
Р-н = (Ра + Pg) "А = (Pilgil|i, + P| g:i! i) ` ü 
= Ре |+ Р?| g; | cose (1.3.3a) 
[е] ЯЁ 
P- i ЕР! | Е, | сор + Pig | (1.3.3) 
ХЕ РА Р! ЯП Р 和 需 通 过 式 (1.3.3)1 联 立 求解 得 到 ,显然 这 样 伐 是 很 不 方便 的 。 为 
此 ,我 们 引信 一 对 与 g, (a = 1,2) 对 侦 的 参考 矢量 g а = 1,2,), м 
[е сакс = 0 
g ву = Е с Ез = 1 
上 式 表 明 g' 与 g, ,8? Ei g, 分 别 互相 正 交 ,由 图 1 бн, вх, ‚=? 与 p, М 


是 锐角 ,为 至 -pC р 为 锐角 时 ) A p- Ж (р 为 钝 角 时 ) Ak 


(1.3.4) 


[ві = Те: lel= ri H (1.3.5) 
81 | singe Те» | Sn g 
称 参考 矢量 glo = 1,2,) 为 协 变 基 矢 量 , 称 与 其 对 价 的 参考 矢量 g’ = 1,2) HETER 
ЖЕН EERE.. 可 以 写成 对 侦 条 件 : 
В. Вб = 57 (a,B = 1,2) {1.3.6) 
式 中 ,67 PEA Kronecker 符 导 .其 值 为 
[> 当 а= д 
0, Фаз Ë 


8 = {1.3.7} 


= 7 - 


由 式 (1.3.6) 可 以 从 协 蛮 基 矢 量 惟 一 地 确定 逆 变 基 矢 量 , 反 之 亦 然 。 今 后 对 于 每 个 坐标 系 都 
将 引信 这 两 组 互 为 对 偶 的 基 拓 量 . 利 用 它们 的 对 偶 关 系 式 (1.3.6) 就 可 以 方便 地 求 矢量 的 分 
量 , 而 不 再 需要 求解 方程 组 式 (1.3.3)。 如 式 (1.3.1) 中 的 矢量 对 协 变 基 矢量 о, 分 解 的 分 量 


产 ( 称 为 矢量 P ПМ): 


Р! = Р. р, р? = Р g 
或 统一 写成 
Р° = Р.в (а = 1,2) (1.3.8) 
同样 .矢量 P 还 可 以 对 道 变 基 矢量 gr 分 解 为 
Р = Pg + Pig = Pag” (В = 1,2) (1.3.9) 
Ps УЕА Р 的 协 变 矢 量 .利用 对 侦 关 系 式 (1.3.6) 可 以 很 方便 地 得 到 矢量 的 协 变 分 量 
P, = P- g, (a = 1,2) (1.3.10) 


ЭТА ГЕИ, ВИН Универ, 
如 有 两 个 矢量 P Пи 
Р = P'g, + Рр, = Рур! + P. p° 


П 2 1 2 
и = и £i T u БВ = ив + пур 


则 两 个 矢量 的 点 积 为 
Р-и = (Pg + Рв.) + (пуд! + ив?) 
= Plu, + Р? = Pu (а = 1,2) 
或 写成 
Pu = (Pig! + Р, в?) ” (ug, + uga) 
= Piu + Piu = Pat (а = 1,2) 
Rp 


P-u =u- P = Pu, = Ри (1.3.11) 

存 式 (1.3.6) 5 (1.3.8) fils (1.3.10) 中 出 现 的 指标 符 导 称 为 自由 指标 , 它 满足 以 下 规 
И. 

(1) 一 个 指标 在 表达 式 的 各 项 中 都 在 同一 水 平 上 出 现 ,并 且 只 出 现 一 次 ， Вр) Pp El: 
全 为 下 标 。 表 示 该 表达 式 在 自由 指标 的 = 维 取 值 范围 内 都 成 立 , 即 它 代 表 了 n 个 表达 式 。 

(2) 一 个 表达 式 中 的 某 个 自 由 指标 可 以 全 体 地 换 用 相同 取 值 范围 的 其 他 字母 ， HRY 
不 变 。 

Ж де М. ВНЕ НК A 由 指标 及 指标 符号 规则 同样 适用 于 三 维 问题 ,并 旦 贯穿 于 全 
书 。 


1.3.2 三 维 空间 中 的 疼 角 直线 坐标 系 
上 述 在 二 维 情形 下 的 敌 法 完全 可 以 推广 到 三 维 空 间 中 , 设 хм 为 三 维 空间 和 斜 角 直线 


坐标 系 , 诊 各 坐标 轴 正 向 选取 参考 矢量 g, ,82 83 它们 不 -- 定 是 单位 矢量 ) 组 成 协 变 基 撩 
量 , 在 这 组 基 矢 量 下 . 任 一 个 矢量 р, 


3 
P = P'g, + Рр, + Рр, = РЕ, = P'g, {1.3.12) 
izl 


式 中 ,P' ARE Р Е, 
" $ . 


再 根据 对 偶 条 件 引 人 一 组 道 变 基 矢量 g' ,8 ,8 ,其 对 个 条 件 可 以 写作 


ETEEN Бу (i,j = 1,2,3) (1.3.13) 
ЖЕНЕВЕ К , 任 一 矢量 P 可 以 分 解 为 “ 
P = Pg + Р.в? + Рун? = Уле = Pig; 1.3.14) 
RH, P: 为 矢量 了 ВБК. | 
很 显然 | 
Р = P +: g. | (1.3.15) 
Р! = Р. #' (1.3.16) 
上 两 式 说 明 , 协 变 分 量 是 矢量 p 与 协 变 基 矢 量 的 点 积 , 而 逆 变 分 量 是 矢量 P 与 道 变 基 矢量 
的 点 积 。 
讽 个 矢量 的 点 积 也 可 以 写成 


P ou = us P = Ри + Pu, + Ри, = >, Pu = Pu 
i=1 


= Ри + Руы? + Ви = У)ри = Р.и! (1.3.17) 

EHEH ЖУК НЕ НН, BBS 5с EF BJ fE ЕЧ R РА, ИМЕН 

在 哪 一 点 ,都 可 以 按 协 变 基 矢 量 g, ,ga ,gs 或 道 变 基 矢量 рі, е? р? 分 解 。 由 于 这 个 缘故 ,我 
们 常常 说 这 组 基 矢 量 是 整体 的 。 


14 上 曲线 坐标 系 


1.4.1 НЕ 


许多 物理 问题 的 求解 往往 离 不 开除 笛 卡 尔 坐 标 系 外 的 其 他 坐标 系 ， 如 平面 极 坐 标 系 、 空 
间 阅 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 等 ,这 些 坐 标 系 可 以 统称 为 曲线 坐标 系 。 

设 空间 任 一 点 由 三 个 独立 参数 x (i = 1,2,3) 所 确定 , 则 这 些 参 数 就 构成 曲线 坐标 系 。 
曲线 坐标 的 选择 可 以 不 是 长 度 的 量 纲 。 当 三 个 参数 中 两 个 保持 不 变 , 只 有 - -个 变化 时 ,点 的 
扫 迹 曲线 称 为 该 坐标 系 的 坐标 线 , 通 过 空间 点 必 有 三 根 坐 标 线 . 不 同 点 处 坐标 比 的 方向 一 般 
是 变化 的 -而 当 三 个 参数 中 一 个 保持 不 变 时 , 则 其 余 两 个 参数 变化 而 成 的 空间 点 的 集合 就 构 
成 坐标 面 ,通过 空间 任意 点 必 有 3 个 坐标 面 ,一 般 情况 下 ,3 个 坐标 面 都 是 曲面 。 

例如 ,图 1 -7 所 了 示 的 球 坐 标 和 村 x! = r,a? = 9,x = Ф.Ж а", 都 不 是 长 度 的 量 纲 。 
空间 任意 点 P 的 矢 径 r 可 以 表示 成 


т. 2 3 + р 2. 3: 
r = x siny cosx І + x sing sinx + x созда" k 


(O < x! < %,Ü0 = x2 = zr,Ü = x? = 2x) 
* 坐标 线 是 通过 坐标 原点 的 射线 ,x? 坐标 线 是 通过 z 输 的 大 圆 (经 线 ),x? 坐标 线 是 平行 于 
oxy 平面 的 圆 ( 纬 线 )ox" 坐标 面 是 一 个 球面 ,xz 坐标 面 是 一 个 锥 面 .x 坐标 面 是 一 半 平 面 。 
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1.4.2 空间 点 的 局 部 基 矢 量 


设 zi(i = 1,2,3) 为 三 维 空 间 的 曲线 坐标 
Ж , 则 空间 任意 点 P 的 矢 径 r 是 坐标 的 函数 , 即 


r = Р(х?) {1.4.2) 
考察 从 РАНИЛ, dr ,写成 矢量 微 
分 形式 为 
Әр ба ra + 27 ae = Рау 
dr = s da + 229% + 2.39% = 9759 
(1.4.3) 


Яя X ЧА АОС А T РЕ SEN lU 
в; (г = 1,2,3), ВП 


可 
g: = уп (1.4.4) 17 saqen 
这 样 , 式 {1.4.3) 就 可 以 写成 
dr = вх (1.4.5) 
取 定 了 协 变 基 矢量 后 就 可 按 式 (1.3.6) 定义 逆 变 基 矢 量 g'li- 1,2,3), ВИ 
g, ` В? = Š (1.4.6) 


最 然 , 按 式 (1.4.3) 定义 的 协 变 基 矢量 包括 了 直线 坐标 系 中 关于 基 矢 量 的 定义 .事实 上 
E- RRR RERE r = vg, НИЯ dr = g,dx:( 因 为 直线 坐标 系 中 的 g Ж 
变 ), 所 以 与 现在 所 讨论 的 曲线 坐标 系 中 的 情况 完全 一 数 。 

值得 强调 的 是 ,一 般 曲 线 坐 标 系 的 基 矢 量 与 点 的 位 置 有 关 , 在 不 册 的 点 处 , 基 矢 量 是 不 


[н РЕН. ,把 矢 量 分 解 时 应 考虑 到 矢量 的 作用 点 ,只 有 按 作 用 点 处 的 基 汞 量 进行 分 解 才 是 
有 壮 义 的 .也 就 是 说 ,曲线 坐标 系 不 是 整体 的 .我 们 把 这 种 协 变 基 矢量 和 道 变 基 汞 量 称 尺 局 
部 的 (或 当地 的 )。 
仍 以 球 举 标 系 为 例 ,由 式 (1.4.1) 可 以 得 到 
Ar r 2 3. . х. 3 2 

£ = ам! = Sing cosx Í + sing ых} + созх К. |=, | = 1 

£, = 25 = x (созд cosx È + cosx’sing’j ~ sing’ kK), 2, | = ж! (1.4.7) 

Es = > = x!sinx:(— sinx f + cosz у), | е. | = x' sinx’ 


М ВГ L ,3 ИАЕА Е ВЕНАХ g, 是 单位 矢量 ,但 其 方向 随 点 变化 ; g, 和 g, 的 大 小 与 方向 
都 随 点 变化 , 且 不 是 无 量 纲 的 ,它们 具有 长 度 的 量 纲 。 

对 空间 中 一 任意 矢量 P, 按 其 作用 点 关于 局 部 协 变 基 矢 量 和 局 部 逆 变 基 失 量 分 解 ,也 可 
以 写成 如 下 的 形式 , 即 


P = Pig, (1.4.8) 

P = Ре (1.4.9) 
仍然 把 РР 的 道 变 分 量 , Р, ЖЖ Р ПЕ, НН 

Р = P- g 


- Q- 


Р! = Р. g, (1.4.10) 
作用 在 同一 点 好 的 两 个 先 量 P Ши 的 点 积 , 仍 然 可 以 写成 
P-a = иши P = Pu = Pilu, (1.4.11) 


最 后 讨论 一 下 协 变 基 矢量 g, HUB Et БЕ g 的 几何 意义 。 

Шз (1.4.5) 可 以 看 出 , 当 取 dx! < 0, Ш dx’ = ах = О, g, 与 dr 重合。 由 于 dx? = Ча? 
= 0 意味 着 坐标 x° 和 xi 不 变 , 而 只 有 x! 在 变化 ,因此 ,这 时 前 dr 必 与 x! 坐标 线 相合 ; 且 因 
为 ах! 是 个 克 穷 小 其 ,因此 dr 与 x' 坐标 线 的 切线 重合 .这 就 是 说 g, 沿 着 x! 坐标 线 的 切线 ， 
并 且 朝 着 x! 坐标 增 太 的 方向 , 辣 建 可知 g, 和 g, 分 别 沿 着 х2 坐标 线 和 妇 坐标 钱 的 切线 ,并 
BHIE x° 坐标 和 х? 坐标 载 太 的 方向 。 

ЭСТАС Е g ,由 定义 式 (1.4.6) 可 知 ,如 对 于 g! RE, CEAT g, Же, Б 
一 点 处 的 二 坐标 线 和 x’ 坐标 线 都 生 x' 坐标 为 常数 的 坐标 面 内 ,因此 这 -点 站 的 所 ЖП р, 都 
在 该 点 处 * 为 常数 的 坐标 面 上 ,也 就 是 说 е! 就 是 该 坐标 面 的 法 线 方向 ,又 因为 g1 - g, = 1, 
ЕП g' 与 g, 的 来 角 为 锐角 ,所 以 g 矢量 应 当 指向 x' 坐标 增 大 的 一 便 。 


1.5 坐标 变换 


描述 同一 空间 的 物理 问题 ,可 以 根据 需要 选择 各 种 不 同 的 坐标 系 , 同 一 个 物理 量 在 不 间 
坐标 系 中 往往 以 不 局 的 分 量 加 以 定量 描述 .那么 同 - -个 物理 量 的 这 些 不 同 分 量 之 间 有 什么 


ЭЖЕ? 
考虑 两 组 坐标 系 :" 老 ”坐标 系 x';" 新 ”坐标 系 х' = 它们 之 间 的 函数 关系 为 
人 хех? ) (1.5.la) 
或 者 
x= = x (s.a) a?) = x (xi (1.5.1b) 


我 们 说 式 (1.5.1a) 或 式 (1.5.1b) 决定 了 坐标 变换 。 上 述 公 式 右 端的 函数 ,我 们 假定 它们 在 所 
讨论 的 区 域内 为 单 值 连续 的 ,并 且 具 有 需要 的 各 阶 连 续 导 数 。 除 此 之 外 ,还 要 求 满足 雅克 比 
(Jacobian) 行列 让 


1.51 基 矢 量 的 转换 关系 | 


设 老 坐标 系 的 协 变 基 矢 量 和 道 变 基 矢 量 是 g Tü p' ;新 坐 慰 系 的 协 变 基 矢量 和 道 变 基 矢 
НЕЕ g. Ae .将 新 坐标 系 的 基 矢 量 按 老 坐 标 系 的 基 拓 量 分 解 ,有 

8: = Вів (i = 1 ,2 ,3) (1.5.2) 

g = ВЕ (г = U,2,3) (1.5.3) 

ERAT, B: 称 为 协 变 转换 系数 ,Br 称 为 逆 变 转换 系数 ,各 有 9 个 ,可 各 自 排 列 成 3x3 佬 阵 。 

МЕРЕН ЛЙ Н, 和 逆 变 转换 系数 BE 其 实 并 不 独立 ,这 是 因 HUNE МЫК ПШ ЖИ ЕЕ НЯ 

满足 对 伪 条 位 
87 = g: ` 8’ = Ва, Вів = ВВР) = BEBE (и. = 1,2,3) (1.5.4a) 
“11. 


ERAR H HE RAA E pe i ЖА АЙСЕН pk BS kE РЕ 2291, Вр 


в # AWA в B 1 O O 
P в a [| E Æ -fo то (1.5.4b) 
B B вт в Bi 0 0 1 
如 果 老 坐标 系 的 基 矢 量 按 新 坐标 系 的 基 矢 量 分 解 , 那 么 同样 有 
в; = Вів. (i= 1,2,3) (1.5.5) 
вё = Ве” (і = 1,2,3) (1.5.6) 
aA Н 门 А 
8{ = g, - в! = Вв, > Вів = В Від: = PEBL (1.5.7a) 
ЕЯ E; ПЁ ЕЕ Вас ори 
р в ата в # гоо 
Ë E 8 |0 в È -| 1 i (1.5.7b) 
E в ВВ № № 0 0 1 


事实 上 ES B ИР РЕКЕ ЛЕ R| A ,把 式 (1.5.4b) 左 端 两 个 矩阵 交换 一 下 后 等 式 仍 成 立 , 即 
得 式 (1.5.7b)。 并 且 协 变 基 与 道 变 基 矢 量 之 闻 共 有 18 个 坐标 转换 系数 g: 与 六 ,它们 相互 之 
间 满 足 矩 阵 互 逆 关 系 , 所 以 独立 的 只 有 9 个 。 

为 外 ,从 基 矢 量 的 变换 公式 式 (1.5.2) . 式 (1.5.3) . 式 (1.5.5) 和 式 (1.5.6) 中 ,我 们 可 以 
清楚 地 看 到 指标 结构 的 规律 : 醚 指标 上 下 各 出 现 一 次 ,而 自 击 指 标 始终 出 现在 同一 水 平 上 
【 即 同 是 上 标 或 同 是 下 标 )。 掌 握 了 这 个 规律 ,可 立即 写 出 各 变换 关系 式 。 以 后 我 们 将 看 到 ,在 
整个 张 量 分 析 中 ,无 不 体现 了 这 个 规律 。 


1.5.2 БУБЕН 


由 新 老 坐 标 之 间 的 函数 关系 与 基 矢 量 的 定义 ,可 以 求 得 协 变 与 逆 变 转换 系数 。 
假设 新 老 坐 标 系 具 有 同一 个 坐标 原点 , 则 空间 任 一 点 的 矢 径 为 го ЕЕ ВАЕ 


X 
dr 
E = быш 
而 
dr 
е: = 2x" 
由 于 新 老 坐 标 之 间 的 变换 关系 由 式 (1.5.1a) 或 式 (1.5.1b) 给 出 ,利用 复合 函数 的 求 导 
法 则 


_ Ir ar Ax’ Эх! 
Br = а, = Эх’ ад’ ^ Эд 


而 按 式 (1.5.2) 知 新 者 协 变 基 矢量 之 间 的 变换 关系 为 


Я = Вів, 
比较 以 上 两 式 ,就 可 得 
В = s= (1.5.8) 
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同 理 可 得 


Br = аш (1.5.9) 
7 x 
国 此 同样 有 
ад j 
8 = 28 


1.5.3 矢量 分 量 的 坐标 转换 关系 


ЗЕЕ ЕЕ о, ВЕРЕ ЕЕ ГЕ 
p = vg, = vg {1.5.10) 
在 新 坐标 系 下 表示 为 
+ = ugr = vg (1.5.11) 
HEKERE „йт ИУ sy BL 2 [a] Ну Зе ЖЕ , ЯНА 1.5.6) 
® = vg = обв" = og” 
用 в, 点 乘 最 后 一 个 等 式 的 两 边 , 叶 得 


v = Вр, (1.5.12) 
АНН , ГИДЕН РН ЛЕ 2 [н] К] ЭС 5 
s” = Ва (1.5.13) 
式 (1.5.12; 中 是 由 协 变 转换 系数 o 进行 转换 的 ,这 时 ,我们 说 这 种 变换 方式 具有 协 变性 ;而 
式 (1.5.13) 中 是 由 道 变 转换 系数 A 进行 转换 的 ,我 们 说 这 种 转换 方式 具有 送 变 性 ,这 也 是 
БИРЛЕ ЛУ ПИЙ ЯР ЩЩ ДЕ ЖЕ ЕН ЖЕ 
要 把 矢量 о ЕН Ж ЖЕЛКЕ ,不 难 证 明 它 们 满足 如 下 的 关系 式 
v = Вор (1.5.14) 
v = Въ? (1.5.15) 
当然 ,它们 也 符合 我 们 前 面 所 述 的 指标 结构 规律 。 
例 1.3 已 知 堂 标 变换 为 


r 1 2 

х = x + 2a? — x3 
т Г 2 3 
х = 2xzr + x + 3x 
з 1 2 3 

X E +x + x 


式 中 ,x' 表示 直角 管 卡尔 坐标 系 ,x 为 斜 角 直线 坐标 系 。 设 直角 笛 卡 尔 坐 标 条 的 基 矢 量 为 让， 
J k , 求 斜 角 直 线 坐 标 系 的 协 变相 矢量 g НОЕ р", 
解 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 的 协 变 基 和 量 和 道 变 基 人 矢量 是 相同 的 ,都 为 让 六 天。 
根据 式 (1.5.9) 和 已 知 条 件 , 可 得 


A =! № =2 № =—1 
1 =2  =1 6 =З 
pv =! =! azl 
ИЕН (1.5.3) 得 
g = ВЕ’ 


BT k. 


Й 


Bg + 5 в + а = і +2] – k 
Вв + В+ Вв? = 21 + j + ЗЕ 
= Ёк + + Вв = і+ј + КЁ 

ЖЖ g ,根据 对 个 条 件 ge - g = д{ , 设 

gr = ш + bj + ck 


"š 
в? 
в? 


则 有 
gr 8 = 1 а+2Җ2Ь-—- с = 1 
[е = 0, нізе + ese = 0 
вур? = 0 a +b +c = 0 
解 之 得 а =2,b =-l,e=-1 
所 以 
gr = 2i— j — Е 
同 理 可 得 


gz = 3ií 2ј — k 
gs = - 7+5} + ЗК 
当然 也 可 以 将 式 (1.5.4b) ЭЖ 2 MS БЕНИ А; КЛА ЗК ВЕК НЕЙ Н р. 来 ,再 根据 式 
(1.5.2) 求 出 协 变 基 矢 量 来 ,读者 可 自行 解 算 。 


1.6 并 矢 和 和 并 矢 式 


1.6.1 JFR 


现在 推广 矢量 的 概 伪 .任意 两 个 矢量 a 和 5 并 写 在 一 起 , 称 为 a 与 b ЗЕ, И abs © 
表示 把 两 个 矢量 进行 并 乘 运算 .有 的 书 中 也 称 它 为 两 个 矢量 的 张 量 积 。 几 个 并 矢 的 线性 组 合 
MALER. A с.а, В, + са, + … + eab, ,其 中 Ci. cz ycn 者 是 常数 , 它 是 一 个 二 重 
о 

Ejh, E RELET RER, 5 32 .如 abe , abed 等 分 别称 为 三 阶 与 
ЯЗ. 

ЕЕ ЕРЕК, ЕЕ ЖЕНЫ БАЛЕК ЛЕ ЖЭШ. 


结合 律 
m(ab) = (ma)b = a(mb) = mab 
(ab)c = albe) = abc (1.6.1) 
(ma) ( aP ) = тп( аф) 

分 配 律 


Ga(b + c) = ab+ac 
(а + bje = ас + bc 
m(ab + cd) = mab + med 
(a + b)(ce + d) = ac + ad + bc + bd (1.6.2) 


EAI m,n € R. 
不 适合 交换 律 , 即 
ab = ba (1.6.3) 
所 饮 并 矢 中 各 矢量 的 排列 顺序 不 能 随意 调换 。 
求 和 УРАН A LORA, ПЖ ЖН АН А ЗЕЕ Н 
Zab + Заб = Зав + 2ab = Зав (1.6.4) 


1.6.2 并 矢 的 缩 并 


在 并 矢 中 , 取 某 两 个 矢量 进行 点 积 , 称 之 为 编 并 。 每 篇 并 一 次 ,并 和 拓 的 阶 数 降 低 两 阶 。 如 
四 阶 并 和 拓 abed 的 缩 并 可 以 有 
а bed = ta: Р)са 
ab - са = (P - суай (1.6.5) 
абс + d = {c> дав 


` + 

abcd = (а - д) Бе 
等 猴 种 形式 ,以 上 各 式 磊 端 括 导 内 的 点 积 是 一 个 数 , 所 以 它们 降 为 二 阶 并 矢 , 二 阶 并 矢 缩 并 
后 就 成 为 -- 个 数 , 一 个 数 可 视 为 零 阶 并 汞 。 


1.6.3 并 矢 的 点 积 与 双 点 积 


两 个 并 矢 的 点 积 是 指 将 它们 相 邻 的 两 个 矢量 进行 缩 并 ,如 
u»: {ab} = (u ` a)b 
(ab) ` ú = (Виа 
(ab). (ed) = (b> є)ай 
(cd) - Cab) = (d - а)сЬ (1.6.6) 
册 此 可 见 , 并 矢 点 积 的 次 序 是 不 可 交换 的 , 即 
(ab) или. (ah) 
Ced) + Cab) „= (ab) - (ed) 
因为 进行 缩 并 的 两 个 相 邻 矢量 改变 了 。 比 较 式 (1.6.6) 的 第 三 式 和 式 (1,6.5) 的 第 一 式 可 知 
(ab) - (ей) = ab - ва 1.6.7) 
ТЭР 853 ЕЯ 4 Е ЕСЕ РЕНИ. 
并 联 式 


ab : ed = (a+c) bod} (1.6.8) 
即 按 {前 - 前 )( 后 .后 ) 的 形式 进行 两 两 缩 并 ， 
串联 式 
ab -- cd = (B -cX a'd} (1.6.9) 


Яр ру - рәр - 外) ВОЗР СНЕ TP РАЯ Ж ЗЕ РА — ВА АХИ kD qr. 
1.6.4 Е 


当 引 进 了 坐标 系 后 ,就 可 确定 协 变 基 矢量 和 道 变 基 矢 量 。 这 时 任意 两 个 矢量 а Fib 都 有 
两 种 基 展 开 式 
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а = ав; = ав 
b = Fg; = Ьа! 
ЭРЕ PT ERZ AME, АНН ab 有 如 下 四 种 表达 式 : 


ab = (а'в,)(Уи,) = a'bgg, (1.6.10a) 
ab = (a'g) bg!) = аъ! (1.6.106) 
ab = (аш ) (bg) = abg E (1.6.100) 
аЬ = (а) (658') = оф! (1.6.104) 


由 于 协 变 基 矢 量 g,(i; = 1,2,3) 是 线性 无 关 的 , 道 变 基 矢 量 gi(i = 1,2,3) 也 是 线性 无 
关 的 ,所 以 g'g (一 一 列 出 是 g'g' ,8 ee g ,8 e ,8 ЕЕ ЕЕ Е ,8282 ,8 Е?, ЗЕҢ 9 
个 ,下 同 ) 是 9 个 线性 无 美的 并 矢 , 称 为 并 基 。 间 理 ,9 个 并 矢 ВЕТ ве? 和 9 个 并 矢 
E g, 都 各 自 构 成 一 组 线性 无 美的 并 矢 ,也 都 称 为 并 基 。 这 样 ,任意 两 个 矢量 АЗЕ ну Ч 
组 并 基 展 开 ,把 а’, аё, а аЬ, 分 别称 为 并 矢 ap ATI Egg вв’ „ЕВ, 和 g'g' 的 分 量 。 

这 里 要 注意 ,对 于 并 矢 ab 来 说 ,每 组 9 个 分 量 都 是 不 独立 的 。 比 如 说 а Р зА a 
和 3 个 立 两 丽 相 乘 而 得 的 , 即 9 个 分 最 с 是 由 6 个 量 а 和 # 决定 的 ,因此 是 不 独立 的 。 


1.7 张 量 的 基本 概念 


1.7.1 矢量 的 分 量 记 法 和 不 变 牧 记 法 


在 前 明 张 量 的 概念 之 前 ， 作为 张 量 的 一 个 特例 ,首先 进一步 并 述 一 下 撩 量 的 概念 。 在 
LIRA 1.2 节 中 ,我 们 已 经 给 出 了 矢量 的 一 般 定义 。 矢 量 是 个 与 坐标 系 无 关 的 量 ,可 用 小 写 
REFER, Ma, b, u,v 等 ,这 种 表示 形式 叫做 不 变性 记 法 (或 抽象 记 法 .绝对 记 法 .实体 
记 法 等 ) , 它 体 现 了 矢量 的 原始 意义。 

一 旦 引进 了 坐标 系 ,就 可 按 式 (1.4.4) 定义 协 变 基 矢量 ,然后 按 式 (1 -4.6) ЖЕ ХЕ 
量 ,当然 这 组 基 是 局 部 的 , 即 跟 空间 点 的 位 置 有 关 。 于 是 ,作用 在 某 点 处 的 矢量 sg 就 可 按 该 点 
处 的 基 矢 量 分 解 成 

в = Ug = ве 
并 称 此 式 为 矢量 о РБЕ с (RESE р) 的 展开 式 ,统称 为 基 展 开 式 ,显然 , 基 展 开 式 
在 任何 坐标 系 下 都 是 可 行 的 。 

当 取 定 了 坐标 系 后 ,任意 矢量 sg 的 道 变 分 量 v ТИК Eo 就 完全 确定 了 。 并 且 , 当 坐标 
变换 时 ,在 任何 其 他 坐标 系 中 的 两 类 分 量 可 以 通过 变换 关系 式 (1.5.12)、 式 (1.5.13) 完全 确 
定 " 由 此 可 见 , 一 旦 给 定 一 个 矢量 在 某 -- 坐 标 系 中 的 和 任何 一 组 分 量 , 这 个 矢量 就 完全 确定 了 。 
也 就 是 说 ,矢量 和 它 的 任 一 组 分 量 是 完全 等 价 的 。 因此 ,我 们 可 用 分 量 的 观点 来 重新 定义 矢 
=. 

如 果 在 三 维 空间 中 任意 点 处 的 物理 量 对 每 个 坐标 系 都 可 以 用 3 个 有 序数 v о, о, (È 
另外 3 个 有 序数 yi ,vw ,v1 来 表示 , 且 当 坐标 变换 时 ,它们 在 新 坐标 系 中 的 3 个 有 序数 ar 或 
2 ) 满足 如 下 用 协 变 转 换 系数 (或 逆 变 转换 系数 ) 来 实现 的 变换 关系 
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тә = Biv, = ЕТШШ 
或 y F 

= Bw = 5 
则 上 述 物理 量 称 为 矢量 。, 记 做 (或 ) ,其 中 每 个 量 ç, (о) ЖИЛ 
и). 


Ш ЕЕЕ Ж ВЕ ie Е НЕЕ СЕВЕР ) о оО, RETR ВАР 
三 种 等 价 记 法 :和 关 量 ,矢量 >x RE v, CHERERE RA НЕ ЕЕ RE 3F <É BH RJ 
把 这 三 种 记 法 写成 等 式 
© = 06° = WB: = ug = ug 
在 这 里 ,我们 之 所 以 本 大 其 烦 地 介绍 舌 量 的 不 变性 记 法 .分 量 记 法 以 及 基 矢 量 展开 式 ， 
完全 是 为 了 与 即将 引进 的 张 量 的 定义 相对 照 , 以 使 读者 较为 容易 地 接受 张 盘 这 个 新 概念 。 


1.7.2 WEHEN 


与 矢量 的 定义 相 类 仅 ,我 们 给 出 张 量 的 定义 ,并 且 从 二 阶 张 量 开始 讨论 ,然后 推广 至 更 
高 阶 的 张 量 。 

一 个 几何 量 或 物理 量 了 ,如 果 在 所 取 的 坐标 系 = 下 ( 它 的 协 变 基 为 к, ИЛР g) 可 
以 写成 


Т = 了 ?8 (1.7.1а) 
或 写成 

T = Гав’ (1.7.1b) 

T = Те, (1.7.1) 

T = Тя (1.7.14) 


则 此 量 т ЯК МУК, ГУ ТЯ, Т, 称 为 工 的 协 变 分 量 ; Г, ЖИТ 称 为 也 的 
混 变 分 量 , 上 下 指标 的 空位 处 用 小 圆 点 标识 ,是 为 了 确切 地 表示 指标 的 前 后 顾 序 。 式 (1.7.1) 
称 为 工 关于 坐标 系 的 并 天 展开 式 。 记 号 "T” 就 是 该 二 阶 张 量 的 不 变性 记 法 。 今 后 ,我 们 总 用 
圭 体 大 写 的 拉丁 字母 或 希腊 字母 表示 张 量 的 不 变性 记 活 。 

由 上 述 定义 可 以 看 出 ,每 个 二 阶 张 量 有 2 = 4 组 分 量 , 即 一 组 道 变 分 量 ,一 组 协 变 分 量 
和 两 组 混 变 分 量 。 而 每 组 有 3° = 9 个 分 量 -各 组 分 量 不 仅 与 坐标 系 的 选取 有 关 ,还 与 点 的 位 
置 有 关 。 也 就 是 说 .同一 个 二 阶 张 量 在 不 同 空间 位 置 或 不 同 举 标 系 下 ,每 组 分 量 一 般 是 不 相 
[е] НЧ 

РЖ ИЖ НЕА РЕН Z 为 新 坐标 系 , 其 新 的 协 变 基 
为 g: ,ЖЛИЧИЙЛЕҖЕ 外 ,它们 与 老 坐 标 系 x 下 的 协 变 基 & Mim о" 的 关系 由 式 (1.5.2)、 
(1.5.3) 或 式 (1.5.5) . 式 (1.5.6) 确定 ,在 新 从 标 系 < 中 ,二 阶 张 量 也 可 写成 

T = Tgg = Thgg = Tí gg, = Турю! (1.7.2) 
由 式 (1.5.5), 对 于 道 变 分 量 
T = Tgg = T'E eB g, = THB! gg 

MH БЕШ T 的 不 变性 保证 ,也 可 以 写成 


T = Ti gg; 
= 18.2! 
比较 两 式 就 可 得 到 r gaT К 
ERRA ,把 闭 变 分 量 TV ЯР!) ТАЕ} ЖЕ НН БЕ], Т ЖЕ ЗЕ Р Ok i ЯР ЖЕУ, ПП ИЗ НИЕ, 
这 就 是 把 Т* ИНН, 
同 理 可 证 


ТЇ, = ERTS, (1.7.35) 
T = p Br Т? (1.7.3с) 
上 两 式 中 都 出 现 了 一 个 道 变 系 数 和 一 个 协 变 系 数 ,这 就 是 把 Р ЖП ТУ SOME ASE BAS 
A. 
也 可 证 明 
To = BEET, (1.7.34) 


上 式 中 出 现 了 两 个 协 变 系数 , 即 具有 一 重 协 变性 , 放 把 T. 称 为 协定 分 晤 。 

综 上 所 述 .任意 二 阶 张 量 了 对 每 个 坐标 系 都 可 写成 式 (1.7.1) 的 四 种 形式 ,并 且 当 誉 标 
变换 时 ,新 坐标 系 中 的 四 组 分 量 可 以 通过 变换 公式 (1.7.3) 分 别 由 老 坐 标 系 中 的 相应 分 量 完 
全 确定 -由 此 可 见 ,二 阶 张 量 和 其 中 任何 -- 组 分 量 是 完全 等 价 的 。 


1.7.3 ЖМИТЕ 


тн җи ,我 们 也 可 以 从 分 量 的 驶 点 给 出 张 其 的 定义 。 

如 果 在 三 维 空间 任意 点 处 的 儿 何 量 和 物理 量 对 于 每 个 坐标 系 都 可 以 用 9 个 有 序数 
ТУ (或 者 另外 三 组 各 9 个 有 序数 т", ТТ) 来 表示 ， 当 坐 标 变 搞 时 它们 在 新 坐标 系 中 的 9 
个 有 序数 TU (аў TU TA, Ty) 由 变换 公式 (1,7.3a)( 或 式 (1.7.3hb):(1.7.3c),(1.7.3d)) 所 
确定 , 则 上 述 几 何 量 或 物理 量 称 为 二 阶 张 量 , 记 做 TO T. ТУ „Тт, Нар Tš (at 
Т. Тр, Ту) 称 为 道 变 分 量 (或 混 变 分 量 、 协 变 分 量 ) 。 i 

BEATAE Х AS С HEE n — ЕГ ӨК ШИЕ НО За не MAS LUE RIIE 
不 一 个 二 阶 张 量 时 就 有 五 种 等 价 的 记 法 , 即 不 谈 性 记 法 了 和 四 种 分 量 记 法 Tr. Th, T, Тув 
当知 道 了 分 量 记 法 时 ,只 需 乘 上 相应 的 并 莫 , 即 按照 并 基 展 开 式 (1.7.1) 就 可 写 出 T. 

当然 ,对 于 新 老 坐 标 系 中 分 量 的 转换 关系 :我 们 也 可 以 写 出 反 演 形式 , 即 


TË = PBTY (1.7.4a) 
т = BB TT, (1.7.4) 
ТЗ = Bi gi T; (1.7.4с) 
T, = PEB Ta (1.7.44) 


需要 指出 的 是 ,矢量 的 不 变性 记 法 可 以 用 一 有 向 线段 来 简单 直观 地 描述 ,但 是 ,对 于 . 
个 二 阶 张 量 却 难以 用 几何 特性 来 描述 .因此 ,要 认识 . -个 物理 量 是 否 是 二 阶 张 硬 ,一 般 总 是 
由 分 量 记 法 来 判别 。 


1.74 ЖЕУ НЕГ 


我 们 在 前 面 已 经 讨论 了 一 阶 张 量 的 定义 ,下 面 就 可 以 由 此 推广 ,给 出 n 阶 张 景 的 定义 。 
如 果 一 个 几何 量 或 物理 量 名 ,在 所 取 的 坐标 系 x 下 (以 g, 为 协 变 基 ,以 8 为 逆 变 基 )， 
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пурдуд, 


Ф = $” lg g R 


= # вв" 
一 gg g, {1.7.5) 
WEEE Ф Юл 阶 张 量 { 其 中 п ATAG r +з = on), P КА Ф ЭСТРА Т x° АЙ ЧЕ 
分 量 , 上 РЕЗ, wi. PF RSS (i S , 混 变 分 量 不 下 这 一 种 形式 ,在 前 面 г 
个 指标 中 ,也 人 允许 出 现下 标 , 在 后 面 :个 指标 中 ,同样 允许 出 现 上 标 }。 式 (1.7.5) ЖЗ n УК 
量 Ф 关于 坐标 系 的 并 直 展 开 式 。 
一 个 m 阶 张 草 共有 2" 组 分 量 , 其 中 一 组 为 道 变 分 量 ,一 组 为 协 变 分 量 , 另 锥 还 有 2 — 2 
给 混 变 分 量 ,而 每 组 有 3" 个 分 量 。 
例如 ,一 个 三 阶 张 重 РС РИ (гр Е = 1,2,3) 共有 27 个 分 量 ; 协 变 分 重 
为 Patisj, 上 = 12,.3) 记 有 27 个 分 量 ; 另 有 六 组 混 变 分 业 Pj Pih, P , PE, PI MY PE, 
等 给 也 有 27 个 分 量 。 
ТЕЗЕ Ж. п ЙГЕ, RAE S п > 2 的 情形 。 但 事实 上 当 m = 2 时 也 成 立 ,这 由 前 面 对 二 
阶 张 量 的 讨论 便 知 ,再 进一步 ,对 于 n = 1 的 情形 ,此 时 张 量 的 基 矢 量 就 是 协 变 基 舌 量 g, 和 
ИДЕЕ Bb g’ ,分 量 也 只 有 道 变 分 量 和 协 变 分 量 两 种 , 而 不 出 现 混 变 分 量 , 这 其 实 就 是 所 
量 。 因 此 ,我 们 说 一 阶 张 量 就 是 舌 量 。 至 于 当 ” = ом ма Ла, БЕКЕШ ЕЙ, БЕШ 
说 零 阶 张 量 就 是 标量 。 这 样 ,我 们 就 把 标量 和 矢量 都 纳入 了 张 量 的 范 旷 。 
同 前 面 对 二 阶 张 量 的 讨论 一 样 ,我 们 也 可 以 讨论 afn > 2) 阶 张 量 的 各 组 分 量 在 举 标 变 
换 下 的 规律 . 设 新 级 标 系 < 下 的 协 变 基 和 道 变 基 分 别 为 g， He , 杠 据 基 矢 重 的 变换 关系 式 
(1.5.2)《1.5.3) 或 反 演 公式 人 .5.5) (1.5.6) 。 很 容易 证 明 逆 变 分 量 满 足 n ЕЛ В 


ҮЗЕ = ВВ рефе" (1.7.6а) 
ВРА п 重 协 变 性 质 , 即 
уь = В.В Вефа (1.7.6Ь) 
对 于 所 有 混 变 分 量 , 也 同样 满足 п 重 混 变 性 质 , 即 
= BB pE BB (1.7.60) 
我 们 也 可 以 从 分 量 的 观点 来 定义 n 阶 张 量 。 
如 果 在 三 维 空间 任意 点 处 的 物理 量 或 几何 量 对 于 每 个 坐标 系 都 可 以 用 3° 个 有 序数 


ВС УКЕН З" 个 有 序数 7， pa 等 ) 来 表示 ， 当 垄 标 变换 时 ,它们 在 新 坐标 条 中 的 
р 等 ) 由 变 搁 公 式 (1.7.6a) (或 (1 .7.6c).(1.7.6b) 等 ) 完全 确定 ,其 
БН PTER ATY p, 称 为 道 变 分 量 ( 或 混 变 分 量 , 协 变 分 是)。 
以 上 定义 的 п 阶 张 量 叫 做 nn 阶 张 量 的 分 量 记 法 .同样 可 以 用 分 量 记 法 称呼 一 个 n 阶 张 
屋 。 当 知道 了 分 量 记 法 后 ,只 要 乘 上 相应 的 并 基 就 可 以 按照 式 (1.7.5) 写 出 该 张 是 的 不 变性 
记 法 。 
同样 地 ,我 们 也 可 以 写 出 起 (1.7.6) 的 反 演 形式 ,它们 是 
WL ш BB (1.7.7a) 
ч = AB ВФ (1.7.7Ъ) 
- і9 - 


Pipa = ri DEDE Вт (1.7.70) 
从 以 上 的 分 析 ,我 们 看 到 要 识别 一 个 张 量 的 阶 数 , 只 要 看 它 的 分 基 记 法 中 有 上 几 个 自由 持 
жк, 自由 指标 的 数目 就 是 该 张 量 的 阶 数 。 


18 ЕЖЕ 


在 明确 了 张 量 的 概念 之 后 ,下 面 我 们 就 要 介绍 几 个 在 张 量 分 析 中 很 常用 很 重要 的 张 量 。 
1.8.1 КМ 


每 当 取 定 坐标 系 x' ,就 能 按 式 {1.4.4) 定 义 局 部 协 变 基 矢量 8 ,再 按 式 (1.4.6) MEAR 
ЛЕ Н 8 -于 是 在 空间 每 一 点 处 ,都 有 两 组 基 矢 量 , 即 & 和 和 六。 当 把 协 变 基 矢 量 z, МӘШ 
TERE в’ 分 解 时 ,就 可 得 到 一 组 很 重要 的 量 . 即 

я; = ge: (1.8.1а) 
则 得 9 个 量 в" (г, = 1,2,3). 同 样 地 , 当 把 道 变 基 矢量 o° 按 协 变 基 矢量 8 分 解 时 ,也 可 以 得 
到 一 组 赔 样 重要 的 量 。 即 


8 = Е, (1.8.1b) 
则 又 得 到 9 个 量 gr(i,; = 1,2,3). 
对 式 (1.8.1a) 两 边 点 积 g. , 则 可 得 
By = ZE, ` É; (1.8.2a) 
同 理 , 岂 可 得 
вї – в - в? (1.8.2Ь) 


通常 我 们 也 以 式 (1.8.2a) 和 式 (] .8.2b) 分 别 作为 ву в; 的 定义 。 
由 矢量 点 积 的 可 交换 性 , 易 知 


By = В.Ю = g” (1.9.3) 
Ы М. 5с BEI Ел 有 旺 之 间 的 对 个 条 件 式 (1.4.6) ,可 知 
Bi 


另 一 方面 ,我 们 也 可 由 式 (1.8.1a) 和 式 (1.8.2b) 得 到 
有 
比较 上 面 两 式 , 就 有 
gag” = 8} (1.8.4) 

(1.8.4) 反映 了 9 个 量 gw 与 另外 9 个 量 д” 之 间 的 关系 -如 果 已 知 га (г, = 1,2,3) ,就 能 
HIERAR gC kj = 1,2,3) АНЕ — А0; ZIR ознак Ез (1.8.4) 表明 ,由 Въ 和 
g" 构成 的 两 个 三 阶 对 称 方 阵 是 五 道 的 。 

那么 ,对 于 每 个 坐标 系 ,根据 式 (1.8.2a) 和 式 (1 .8.2b) 分 别 得 到 的 9 个 量 z, 和 9 个 量 
好, 究竟 是 个 什么 量 呢 ? 下 面 我 们 证 明 я» 是 个 二 阶 张 量 , 它 满足 双重 协 变性 ;而 ge 也 是 个 二 
阶 张 盘 ,自满 趾 双重 逆 变 性 而且 还 要 证 明 ,它们 代表 的 是 同一 个 二 阶 张 量 ,&， Ж а" 分 别 是 
该 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 和 首 变 分 量 。 
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考 虚 在 新 坐标 系 x* 下 的 协 变 基 矢量 g, MÉTER p” ,新 老 坐 标 系 之 间 基 矢量 的 变 
换 会 式 仍 为 式 (1.5.2}、 (1.5.3) 和 反 演 公式 (1.5.5)、(1.5.6)。 所 以 
& = Br тв, = (Bg) (Big) = BrBigi ` E; 
由 式 (1.8.2a) 便 可 得 
дау = Bln (1.8.5a) 
上 式 表明 д; 满足 双重 协 变性 ,从 而 z, 代表 一 个 二 阶 张 量 。 同 样 地 
g = вв = (ВЕ). (pe’) = НВ в, 
H K(1.8.2b) , Ен; 


в” = ВВ? в? (1.8.5Ь) 
上 式 表明 д" WÑ E ХУН ЯЕ, .从 而 上 С КЕЕ, 
剩 下 的 问题 是 村 证 明 g; ЯП е? 代表 的 是 同一 个 二 阶 张 基 。 为 此 ,我 们 要 用 张 量 的 不 变性 
记 法 。 设 в, 的 不 变性 记 法 为 如, 由 式 (1.7.1d) ,有 
G = дк! (1.8.6a) 


把 上 式 中 的 逆 变 基 矢 量 用 协 变 基 矢 量 来 表示 , 即 由 式 (1.8.1b) 和 (1.8.4) ,可 得 
= вар, Ce g) = де pg Eg 
= SJE RE: = Ра 
由 于 有 ,i 是 旺 指 标 , 所 以 上 式 也 可 写成 
G = Эд, (1.8.6h) 
ЕЖЕ Bak „© 的 并 基 展 开 式 ,说 明 gs 的 不 变性 记 法 也 为 ,这样 就 证 明了 g; д" 的 
确 表 示 的 是 同一 个 张 量 。 通 党 把 这 个 张 量 称 为 度量 张 量 ,用 符号 G Rog; ЕС 的 协 变 分 
E, m e° BA JE G малы, 
EEKE СТАВРЕ ЛОН НВР ,事实 上 .由 
G = ЕЕ; = пев, (Eag ) = вївьв,в^ = Фів) 
则 可 得 度量 张 量 G 的 一 种 混 变 分 量 为 
= 8; (1.8.7a) 
tH 
G = ggd; = g'(gag')g, = gigue = jeg, 
则 可 得 度量 张 基 G 的 另 一 种 混 变 分 量 为 
в = д (1.8.7b) 
这 表明 .度量 张 量 G 的 两 种 泥 变 分 量 其 实 就 是 Kronecker ,于 是 G 的 四 种 并 基 展 开 式 可 以 
完整 地 写成 


G = Е°Е:Ё, = ШЕ” = В)", = ggg’ (1.8.8) 
ЕН Kronecker $ 的 定义 ,上 式 也 可 简写 为 
G = HBB = EE = вв, = ggg (1.8.9) 


那么 .我 们 为 什么 把 G 叫做 度量 张 量 呢 ? 为 此 ,来 考察 一 下 空间 一 点 处 的 线 元 长 度 。 由 
起 (1.4.5) #1 
dr dr = (8,4%) + (gdxi) = а. g; dx: ах! 
[ИЕНА 
+ 2р. 


[dri]? = dr. dr = вуда ах! f (1.8.10) 
该 式 拒 线 元 的 真实 长 度 同 坐 标的 增 量 联系 起 来 了 ,从 而 建立 了 在 该 坐标 系 ” 下 空间 每 一 点 
处 的 长 度 度量 。 正 是 由 于 这 个 缘故 .我 们 把 G 叫做 度量 张 量 - 由 式 {1.8.10) 还 可 以 看 出 ,只 
Ж ах) = dx? = ds’ = 0 时 ,这 个 二 次 型 才 为 零 , 否 出 ,这 个 二 次 型 恒 大 于 零 , 即 是 正定 的 。 


1.8.2 ”指标 的 升降 


研究 度 晤 张 量 之 所 以 重要 ,其 中 一 个 很 主要 欧 原 因 是 通过 它 可 以 实现 张 量 不 同 分 量 之 
间 的 转换 , 即 可 以 升降 张 量 的 指标 。 
对 于 一 个 矢量 ç = og = vg ,利用 式 (1.8.1b) 可 以 写 出 
v = ов! = пуд? g, 
比较 上 面 两 个 式 子 的 最 后 一 个 等 式 , 并 利用 式 (1.8.3) 就 可 以 得 
s = gv (1.8.11a) 
上 式 意 味 着 ,如 果 已 知 o 的 苏 变 分 量 , 则 可 利用 к” 算出 о 的 道 变 分 量 ,从 指标 的 角度 看 , ВП 
把 本 来 是 用 下 标 表 示 的 量 ,通过 度量 张 量 g" 转化 为 用 上 标 表 示 的 量 。 我 们 把 这 -一 运算 称 为 
指标 的 上 升 ,简称 升 标 。 
类 似 地 ,利用 式 (1.8.1a) 也 容易 得 到 
n = ви’ (1.8.11b) 
即 把 本 来 用 鞋 标 表示 的 量 , 道 过 度量 张 量 ву 转化 为 用 下 标 表示 的 量 , 这 一 运算 称 为 指标 的 
下 降 ,简称 降 标 。 
根据 这 一 思路 ,利用 式 (1.8.1a) 和 (1.8.1b) 作用 于 张 量 的 并 基 展 开 式 ,就 可 同样 得 到 二 
ВЗК НЕ 、 三 阶 张 量 以 至 任意 阶 张 量 的 各 组 不 同 分 量 之 闻 的 指标 升降 关系 ,指标 升降 的 规律 
是 :总 是 用 度量 张 量 的 逆 变 分 量 gi 升 标 ,把 欲 升 标 的 那个 指标 写成 唾 指标 ,相应 的 自由 指标 
出 现在 g" 上 标 中 的 一 个 (gi 的 另 一 个 指标 就 是 哑 指 标 ) ` 再 按 求 和 约定 进行 运算 ; 降 标 时 .总 
征用 度量 张 量 的 协 变 分 量 z, ,把 签 降 标的 那个 指标 写成 旺 指 标 ,相应 的 自由 指标 出 现在 5; 
下 标 中 的 一 个 (gj 的 另 一 个 指标 也 是 旺 指标 ;然后 表 按 求 和 约定 进行 运算 。 
Яап, ВЕ Т, 的 第 一 -个 指标 上 和 , 则 可 根据 指标 升降 规律 写 出 
Т: = в®Т, (1.8.12) 


把 上 升 了 的 第 .一 个 指标 再 下 降 , 则 有 
T; = gaT! = gug Ты = SiTy = T; 


EIKB TIEA AR T KIHAI REER, а аа БЕЛҮ То Т, 的 两 个 指标 
Ж LITIA Т”, Н 


T" = ва?т (1.8.13) 
不 难 诈 明 , 先 把 т, НОЕ КЖ F JL. ,再 把 第 二 个 НК ЕЭ, ,与 两 个 指标 网 时 上 升 , 其 所 得 
结 时 是 完全 一 样 的 。 

辣 样 地 ,和 欲 使 ?的 第 一 个 指标 下 降 , 册 可 写 出 

Т” = gaT” (1.8.14) 

把 下 降 了 的 第 一个 指标 再 上 升 , 则 有 
1 
小 式 说 明 „ж ш F ЕТ 的 指标 再 上 升 , 仍 可 得 到 诛 米 的 张 量 分 量 TY 同样 ,也 可 把 Т? 的 两 个 
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指标 者 下 降 而 得 到 协 变 分 量 , 即 
T; = Вава“ (1.8.15) 


不 难 证 明 , 先 把 Т? 的 第 一 个 指标 下 降 ,再 下 降 第 二 个 指标 ,其 所 得 结果 是 完全 一 样 的 。 
指标 的 升降 规律 说 明 ,如 果 已 经 知道 了 一 个 张 量 的 一 组 分 量 , 则 可 利用 度量 张 量 来 算出 


该 张 量 的 其 他 各 组 分 量 。 
如 果 某 个 张 量 在 一 个 坐标 系 中 的 某 组 分 量 全 为 零 , 那 么 由 指标 的 升降 规律 可 知 , 该 张 量 


在 此 坐标 系 下 的 其 他 各 组 分 量 也 全 为 零 。 而 且 对 任何 坐标 系 ,该 张 量 的 每 组 和 分量 也 一 定 全 为 
零 , 我 们 把 这 种 张 量 称 为 零 张 量 , 记 为 0。 


1.9 ШКЕ (Eddington ЖЕ) 


PARI ВЕЛ АЛЕК Ж ЛИТ rp А SE SE Hh У К ЖЕ Eddington 张 量 )。 
1.9.1 基 矢 是 的 混合 积 


由 协 变 基 矢量 和 逆 变 基 矢 量 的 对 偶 条 件 式 (1.4.6) Я, g = BY ,另外 根据 式 (1.2.19) 
关于 三 个 矢量 混合 积 的 定义 ,我们 可 以 得 到 计算 道 变 基 失 量 的 另 -…- 种 公式 , 即 
1 _ £. > 85 _ (1.9.1а) 


£ = Гв. zg ку! 

2 _ — £a >x В. 

[в в ку] (1.9.16) 
3 _ 8 х 1х 8: 

= = Га, £: g. J (1.9.1с) 


事实 上 ,在 式 (1.9.1a) 等 号 两 边 同时 点 积 g, 就 可 得 证 .未 (1.9. 1Ь) 和 式 141.9.1c) 也 可 由 混合 
积 的 轮换 人 性 式 {(1.2.20) 保证 ,自然 ,上 式 中 有 
[g Я? Ea] = g. ` (g, x g.) 
Е ЕЕ 9 ресе 5° g "jo 其 中 的 e = (1.9.16) RA, 
HAHA в ЯН ДД (1.2.18) ,并 注意 到 p° ` 8; = ði, Tga 


[е 2 з] _ al. 2 3y pi. Ех #2 
Ев g']- е (хв) = g fe х Ге) g T 
- Kal [exam xg] 
1 2 2 
= Ге, в g] Ге: р) е, – (g° р.) е.) 
[ее С # Сй -0 
- 1 - –. 
le 82 Ез] 
因此 "我 们 便 可 得 到 协 姿 基 矢 量 的 混合 积 和 逆 变 基 矢 量 混 合 积 的 关系 式 
[g £; gl g' g g`] = 1 (1.9.2) 


下 面 我 们 进一步 来 找 基 矢 量 的 混合 积 与 度量 比重 :8 组 成 的 行列 式 的 值 之 同 的 美 
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ж ° rywan ` 
把 度量 张 量 的 9 个 协 变 分 量 z, 排 成 一 个 方 阵 ,并 计算 它 的 行列 式 的 值 , 记 做 g, 即 


gn Во gn 
Ея n BB 
Za Въ a 


同样 地 ,把 度量 张 量 的 9 个 道 变 分 量 gr 也 排 成 一 个 方 阵 , 并 计算 它 的 行列 式 的 值 , AA 
《1.8.4) ,可 得 


z = || = (1.9.3) 


=" g g” 
l || = =" в? в? (1.9.4) 
и 6° = = 
由 度量 张 量 的 定义 式 (1.8.2a) 并 考虑 到 式 (1.2.21), 式 (1.9.3) 也 可 写成 
& Бу 81" 82 ЕВ. Ёз 
в = |в, = |g 8， 82-8: ка в = [m 8 в] 
8: A В, Е. Е. * 8: 
因此 , 即 可 得 到 
Гв: g кз] = уе (1.9.5) 
同样 地 , ЧИР #301 ХЕ А ААН ОН 
[е @ 8?] = 元 (1.9.6) 
这 样 , 式 (1.9.1) 可 改写 成 
УВЕ" = Ёз x gs (1-9.1а’) 
«ав? = Es х в (1.9.16) 
V EE) = вх É (1.9.1) 


1.9.2 EZKE {Eddington ЖШ) 


在 定义 置换 张 量 之 前 , 先 介绍 一 下 关于 指标 偶 排 列 . 奇 排列 的 概念 。 

一 个 具有 3 个 指标 的 符号 ba ,指标 i,j ,下 的 取 值 范围 为 1,2,3 共 有 27 种 取 法 。 指 标 isj, 
k 的 原始 排列 顺序 为 123. 若 将 其 中 的 任 一 对 指标 互 换 一 次 可 变 为 132,213 或 321 OPEL TS 
的 一 次 置换 :在 此 基础 上 再 将 任 一 对 指标 互 换 一 次 称 为 指标 的 二 次 置换 , 可 得 到 312,123, 
231; 如 此 可 以 定义 指标 的 下 次 置换 ,5 РЖ НА А 为 偶数 时 称 为 偶 置 换 。 由 原始 
АЙ ГЕ В ЯВ ИЯ 123,231 与 312 СЯН НЕЗА ЕК З НЕ З) , AA CIR ВЕ ЕНШ ЖЕТЕ ЕШ; 由 
ПАДЕНИЕ ЗЕЯ ВО 321,213 与 132 ФЕНЕРИ ДЕНЕ ЭЦ, El 5 ТЕ {ПН BE h # = 30 ja 
Blo sk ERBE ВА РЧ E: E 6 种 排列 外 ,其 余 的 21 种 可 法 均 有 2 个 或 3 个 指标 相同 的 情 
形 。 | 

于 面 我 们 引进 一 个 新 的 张 量 。 

对 二 任意 坐标 系 ,引进 下 述 两 组 量 ( 每 组 由 27 个 数组 成 

Мв, 35 Gk 为 偶 排 列 
ex = [SB &l]= -Vg， 当 流 为 奇 排列 (1.9.7а) 
0, 当 六 中 至 少 两 个 相等 
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-l jk EFJ 
7 当 ¿k ЗН 
БЕ (1.9.7Ъ) 


-, ijk | 
75 24 jk УРАН 


9, 当 gk 中 至 少 两 个 相等 
现在 我 们 来 证 明 ey Me” 都 是 二 阶 张 量 , 并 县 它们 表示 的 是 同一 个 三 阶 张 量 。 为 此 考察 坐标 
变换 。 

设 新 坐标 系 x" 下 的 协 变 基 矢量 和 道 变 基 矢量 分 别 为 gr Me ,满足 新 老 坐 标 系 下 的 转 
换 关系 g, = Big. =’ = [їн „КЛЕ У, EEMAL FA 
Єр = [ g: Еу gr] = [Ag BiB; Biga] 
= PR PELE: g g] 
= ВВ Bes 
由 此 证 明了 ca ЛЕ ЕЕЕ, Pr l ^^ = Br sk ВЕ [ера пр 
є = [g в’ в] = [Pe Вів) pig] 
= ВВ [к в’ =] | 
= Вее 
从 而 证 明了 е 满足 三 重 逆 变性 ,所 以 它 也 是 一 个 三 阶 张 量 。 
还 需 证 明 ey Же” 表示 的 是 同一 个 三 阶 张 量 。 由 于 
Ед 二 Га, 2; Bi] = zi ` (в, х gi) 
= гй” + [(6,8*) х (г.8')] 
= 8,8388? - (Ех В) 
= Sap&zEBu[S в? g] 
= Eple 
这 就 是 说 ,ew 可 由 sz 通过 度量 张 量 降 标 而 得 ,从 而 证 明了 ca 和 ez 是 同一 个 三 阶 张 量 。 通 常 
把 这 个 三 阶 张 量 称 为 嘱 换 张 量 (Edalington ЗЕЙ), ЕЕ Ше 分 别 是 起 换 张 量 s 的 协 变 
分 量 和 逆 变 分 量 。 当 然 s Н НИВУ АИД, (Н Е ЗСА, СЕ ЕЕ ЛС. .一 列 
出 了 。 
iX ЖЕ, ВА ЖЕ ( Eddington К) = 的 并 基 展 开 式 可 写成 
£ = Eag B'E = RRE: (1.9.8) 
1.9.3 НБК Жо ни ЕП 


设 在 同一 坐标 系 下 某 点 的 三 个 矢量 分 别 为 


и = ив, = ug 


€ = vg = vg 
W = ир; = wg 

现在 计算 矢量 и Жо 的 义 积 , 设 
# x n = а = ар, = а,в 


WA 
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[ (ug) x (78, }] * g 


И 


а = a + В, = (их p) g 
= шее: x g) "E: 
= us! lg, в, В) 


= ego (1.9.9а) 
同样 | | 
а-а: gt = (u x o) * gi = Гав) x (agil g 
= щие x g!) e g' 
= ual g g’ в? | 
= ий (1.9.9Ъ) 
Е НН 
а = ихе = cau ing = виа {1.9.9с) 
жерЫ Р Et: ,分 别 有 
E; х É; = е.в" (1.9.10а) 
вх ві = єв, {1.9.106} 
再 看 三 个 矢量 的 混合 积 
[u e wi= и (ех) 


= ug: ` [ (eg; ) x (ар, )1 
= иір, * (р; x 2.) 
= wyw [g 5; Zl 
= egu viw" {1.9.11а) 
或 者 写成 
[u o wl] = ш (nx p) = wp [eg ) x Ceg" )i 
= sut {1.9.135 
现在 改写 式 (1.9.11) ,注意 到 sw Me” 备 27 ТЯ 6 ЖЕНЫ, ИП 3 个 偶 
排列 的 和 3 个 奇 排列 的 ,所 以 将 形 和 约定 展开 后 都 只 包含 6 项 ,于 是 式 (1.9.11a) 可 记 为 
Гм в №] = едим? En 


1 3 2 2 1 3 3 2 1 
+ Emul V Mr + Emu V W + Emur W 


= /g(ulua + u uu uow 
_ цішы? — avlu — u u w) 
而 上 式 揪 导 内 的 六 项 正好 是 一 个 行列 式 的 展开 式 , 故 有 
ы! ц? м? 
[u е маша а r (1.9.12а) 
к 
ЖЕНЫ, га (1.9. 11Ь) 化 成 
шр № Ha 
[н б и] = -L| no Ü 23 {1.9.12b) 
“8 | t, 25 w| 


КАНВА КИЯ Н -HRE a,b,c BIR 6 FU. ЛӨ НЕ НИЛ: ЖЕНЫ PES 
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量 表示 , 即 用 式 {1.9.12b) 表示 


a, а аз RE | t В с 
Га В c] = A b b в ща, b, Q 
УЕ с б) ë G УЕ as Š, G 
把 混合 积 式 (1.9.12a) 5 ЕАН 
и! и? и? a] b, “| 
[u o wila b сі =< 10 я па: bh с, 
1 и? G, bs Ca 


wa tb, we 


由 和 失 量 点 积 的 公式 (00.3.11) ,就 可 把 上 式 守 成 


-a иб u'e 
[н = ъ®|[а Б e] = va 6-6 в-е (1.9.13) 
wa w-b we 
根据 式 (1.9.13), 现 在 我 们 考虑 置换 张 量 兵变 分 量 ea MEESE 的 乘积 ,从 中 可 以 
得 到 重要 的 公式 
| 人 g-g # СЕ, 
єє. = [g Е в, к, zg] = |g tg g'- g, ЕВ, 
geg ЕСЕ, ep] 
15; ó; ô: | 
7 È öl 
| 9: ó] 
Пе x 
а: д: ë, 
1з) Bi ail = еже = o” (1.9.14) 
Ia 5 а* 


ды BRAJ 3 Kronecker 5.131 Е - УИА, ШЖ ЖШИ НЕНИН У РЕНИ, 
很 明显 , 当 流 和 xsi 都 是 侦 排 列 或 都 是 奇 排列 时 ,其 值 为 1; 当 gk лв ЧР — ВНЕ T 5 


一 个 是 奇 排列 时 ,其 值 为 — 1: 4 喜 和 rs 中 任意 一 个 至 少 有 两 个 指标 相同 时 ,其 值 沟 0。 所 以 
ајр 


- 1, H ik Жа PAA AEREA, -Aa HEA {1.9.15) 
O, МЕЖ 中 至 少 有 -- 个 两 个 指标 相同 
WEE E Kronecker 8 上 十指 标 中 有 一 个 相同 时 ,一 般 令 第 -- 个 指标 相同 ‚Љо 
指标 就 成 了 旺 指 标 。 由 式 (1.9.14) 有 


| 1, 当 yk 和 rst ВЕНЕ ВЕНЕ 
ё = 


=- 27 - 


$ 9: 0: 1 6 Š, 
в 1.9.16) 
б} 5 бё 0 ё 5: 
и sl 是 一 个 四 阶 张 量 ,这 里 就 不 加 以 证 明了 。 
更 进一步 ,使 广义 Kronecker ë 鞋 下 指标 中 有 两 个 相同 时 ,一 般 令 第 1.2 个 指标 相同 .此 
时 由 式 (1.9.16) 可 知 


є#є = OF = 816: - д.8; = 36: - д = 28; {1.9.17) 
实际 上 , 它 成 了 一 个 二 阶 张 量 了 。 
再 进一步 ,如 果 广 饼 Kronecker $ 上 下 指标 都 相同 , 则 由 式 (1.9.17) Ж 
ees = 28; = 6 = 31 (1.9.18) 


此 时 就 成 了 一 个 标量 。 
例 1.4 已 知 一 笑 角 直线 坐标 系 的 协 变 基 矢量 是 
£ = i+ ј 
#2 = ј + К 
Ёз = i+ Ё 
其 中 上 了 天 是 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 的 单位 基 矢 量 。 试 求 : 度 量 张 量 g ü g" ,并 验证 
[z llet] = £ 
Я ЖЖ g, ,根据 式 (1.8.2a) 有 
Zu ЕЯ ` E, = 2 
En = Е ` E; = 2 
B34 = Ез‘ Ë: = 2 
B12 = вв, = 1 
Ез = Во = В ` Es = 1 
£n = 8n = gs ` £, =l 


2 1 1 
еу) = [ 2 ] 
I 1 2 


又 根据 式 (1.9.3) ,度量 张 量 9 个 协 变 分 量 z, 组 成 的 方 阵 ,其 对 应 的 行列 式 的 值 为 
2 1 I 


В), 


所 以 


再 求 g* ,根据 式 (1.9.1a) 、 忒 (1.9.1b')、 式 (1.9.16') 得 
g! = B2 Х&з їжу 


Ув 2 
2 _ 8з Х В, -i+j+k 
g = — = k .. 
м 2 


. 2. 


由 式 (1.8.2b) 可 得 


о 
1 
% 
的 
и 
о ры һј 


z” = ва" = 

1 
12 і _ т, ЗОНЕ 

g =g =g m =- 4 

| 
в 32 р -上 

£ =g =8 "8 =- 2 

1 
м _ B 2 psg! nL 1 

Е =g =8 °g =- 1 

Ri 

3 1 1 

4 4 та 

1 3 I 

Г = _ 一 

[g°] = 4 4 4 

| I 3 

T4 та 4 

很 明显 
3 1 1 
2 1 pg 4 4 4 1 O O 
СГ 27] — 1 3 1|_ _ 
[gelle] = [ 2 | - 1 4 - 4 |= [ 1 o|- I 
l 1 2 1 1 3 оо 1 
` 4 4 4 


#J 1.5 аА Buba АЕ ВЕД 1.4.35-— Ка A 的 协 变 分 量 对 应 
РЕЖ 
20 1 
[А„1 = Е 2 0 | 
0 2 -i 


БОК КЕ 4 ПЕ А”, 4’, , А, 
解 ”由 例 1.4 可 知 其 度量 张 量 的 对 应 矩阵 为 


2 1 1 
[g] = [ 2 ] 
1 2 


Га?) = | - 


= 


* 29 - 


利用 度量 张 量 的 升降 标 关系 式 (1 .8.12) 有 


А"; = в” Ан 
А? = кА, 
ПЖ 
3 1 l + _1 1 
4 4 4|F2 O 1 ; 
[4,1 = -4 2 К ? D = -4 1 Ü 
1 1 3 9 2 ~i о _] 
T4 4 4 4 
3 1 I 5 3 1 
2 0 1 4 4 4 4 4 4 
a 1 3 1 5 T i 
АНЕ ТЕ д -4|=|- 4 4 - 4 
0 2 -1 1 1 3 1 7 _ 5 
4 ‘а 4 7 4 4 4 
| 3 + _ 1 3 _ d _1 
4 4 4 > 0 1 4 м N 
А 1 3 1 1 3 -L 
[aë J = | 一 本 ij -4 Ë 1 2 о -4 -4 
l. 1 |, 3| 92 1 1 3 
та 74 4 4 4 4 
Г 21 23 9 
16 16 16 
_ 19 17 1 
16 16 16 
3 p 15 
6 16 16 


1.10 张 量 的 代数 运算 
在 实际 应 用 中 , 张 量 同 矢量 和 标量 一 样 ,需要 进行 代数 运算 ,下 面 我 们 就 张 量 的 代数 运 
算 逐 一 进行 定 尺 。 
1.10.1 张 量 的 相等 
FANKE Г, 5 在 同一 坐标 系 中 的 道 变 { 或 协 变 , 或 某 一 混 恋 ) 分 量 一 一 相等 Вр 


ТЕ” 23) (1.0.1) 
则 此 两 个 张 量 的 其 他 - - 切 分 量 均 一 一 相等 
Ту. = Sp 
Th = Sy (рр = 1,2,3) (1.10.2) 


ПЕНА о рун Не 
- 30 + 


Tr = SU (E.P, = V 2.3) (1.10.3) 


ЮКЕ 7 ЯП 5 AASE, ii 
T = 5 (1.10.4) 


1.10.2 ЖЕ» 


3⁄ T.S 为 同 阶 张 重 , 将 它们 在 同一 坐标 系 下 的 道 变 (或 协 变 ,或 某 一 种 混 变 ) 分 量 一 一 
相 加 , 则 得 到 -一 组 数 , 亡 们 是 新 张 量 U АЛЕ СНК ‚ак ЖЕЛЕ) 分 量 


T°” + SE = UE (рр = 1,2,3) (1.10.5) 
Hx {ЕЕ ЛЕ] Е ЕН , ПЕН зу, ИК U АКТ. 5 之 和 。 记 做 
T+ = U (1.10.6) 


显然 ,两 个 同 阶 张 量 的 和 仍 是 问 阶 张 量 。 
1.0.3 标量 与 张 量 相 乘 


ЖКА TER- -坐标 系 中 的 道 变 ( 或 协 变 ,或 某 一 种 混 变 ) 分 量 乘 以 标量 上 ,. 岂 得 到 一 
组 数 ,它们 是 新 张 量 U 的 首 变 (或 内 变 , 或 某 一 种 混 变 ) 分 量 Вр 


АТ" ш М i,j = 1,2,3) (1.10.7) 
АРЕ Ж ЧЕ} Ж TERRAE НЕ Е ЗУ ШИКЛЕ U 等 于 上 ЖЕШ ЧУК ТШ 
ЕТ = U (1.10.8) 
ЖЕЗ (1.10.6) HIER SIEL k = - 1. 员 为 两 张 量 相 减 , 即 
Т- S = Т+(—1)58 (1.10.9) 


1.10.4 УЖЕ 


РУК НЕТ, S 的 并 情 得 到 -一 个 新 张 量 U ,UU 的 阶 数 等 于 TT 与 5 的 阶 数 之 和 ,新 张 量 上 的 
分 量 指标 的 前 后 顺序 和 上 下 位 置 都 应 与 TAS 的 指标 顾 序 和 上 下 位 置 相 一 至。 这 种 运算 称 
HIKES R, НИЙ 


TS = U (1.10.10а) 
如 号 成 并 基 展 开 式 
TS = (T' шс а g (Sm pg g) 
= TiS BSE OR Bp BB (1.10.10b) 
应 淄 注 意 , 张 量 的 并 乘 与 次 序 有 关 , 故 
TS = ST (1.10.11) 


Rena НВ URHE dh — AEREE (ПЖ), AE 1.10.3 
АЗА о RBA E (Вр BL E, MERETE AR, в — yak 
量 了 .二 重 矢 就 是 若干 个 并 矢 各 自 乘 上 一 标量 后 再 相 加 。 三 重 矢 即 为 并 矢 和 矢量 的 并 乘 。 

还 应 指出 , 广 Ж. Kronecker $ 实际 上 就 是 两 个 置换 张 量 {Eddington К) 的 并 乘 ,其 中 一 
个 取 协 变 分 量 形式 , 另 - 一 个 取 闭 变 分 量 形 式 , 它 是 一 个 六 阶 张 量 。 


1.10.5 ЖЕ 


р Е Е t ,而 另 - 一 个 为 
РБА ВИ) 进行 点 积 ,这 一 运算 称 为 张 量 的 缩 并 。 经 缩 并 运算 后 的 结果 是 -个 ЕЕК St (IK 
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两 阶 的 张 量 。 р 
例如 ,将 四 阶 张 量 T = Тая’ 中 的 第 2 .第 4 个 基 矢 量 进行 点 积 , 得 到 一 新 的 张 量 


可 记 为 5, Вр 


r +“ 


S = T = Те = Тб = TY gg = Sag (1.10. 12а} 
因此 


式 (1.10.12b) 说 明 ,从 指标 的 角度 来 看 , 缩 并 就 是 把 张 量 的 一 个 上 标 和 一 个 下 标 写 成 旺 
指标 ,再 按 求 和 约定 进行 运算 。 上 一 节 中 将 六 阶 张 量 ee。 中 的 第 1 个 和 第 4 个 指标 进行 缩 
并 , 即 写 成 旺 指 标 就 得 到 了 -一 个 四 阶 张 量 经 。 

张 量 每 缩 并 一 次 就 消去 两 个 基 矢 此 ,因而 隆 低 了 两 阶 。 


1.10.6 KEAR NAR 


1. A 
Atk T 25 S 先 并 乘 后 缩 并 的 运算 称 为 张 量 的 点 积 (或 称 内 积 )。- 般 是 把 前 -一 个 张 
量 并 基 中 的 最 后 一 个 基 矢 量 与 后 一 个 张 量 并 基 中 的 第 一 个 基 矢 量 进行 缩 并 ,而 自 往 往 是 一 
个 协 变 基 矢 量 与 另 一 个 道 变 基 矢 量 进 行 缩 并 -以 四 阶 张 量 т Б-ка 5 的 点 积 为 例 , 设 
T = T“ug,g ge 
$ = 5 g. 


S, = TŠ (1.10.12b) 


则 不 与 $5 PJ K An ic W T - 5, ВН 
T- S = (Tšug gee) (S= ggg) 


= Т бт ней ЕЕ RE 

= TS OELE EE 

= Г? gS EEEE (1.10.13) 
Я E pri 1 д Г МХ, АР: РНК ЕЕ НЕ, ШЫ ЫН т IKEM + n 
阶 张 量 点 积 得 到 的 新 张 量 的 阶 数 为 mm+m — 2, 

很 明显 , 当 两 个 张 量 都 是 矢量 时 , 则 以 上 的 运算 就 是 矢量 的 点 积 ,它们 是 可 以 交换 的 , 因 

为 其 结果 是 一 标量 。 但 如 果 其 中 有 一 个 是 高 于 阶 的 张 量 , 则 点 积 是 不 可 交换 的 .因此 ,在 一 
艇 情况 下 ,有 


T-S > 8-Т (1.10.14) 

2. 驱 点 积 

车 在 两 个 张 量 Т ЯП 5 并 乘 之 后 天 进行 两 次 缩 并 : 则 称 为 双 点 积 。 一 般 是 把 前 一 个 张 量 并 
基 中 的 最 后 两 个 基 矢 量 与 后 一 个 张 量 并 基 中 的 前 面 两 个 基 矢 量 分 别 进 行 钠 并 。 而 且 往 往 也 
是 一 个 协 变 基 撩 量 与 另 -- 个 北 变 基 矢 量 进行 缩 并 。 

鸡 点 积 与 并 矢 的 双 点 积 公式 (1.6.8) 和 式 (1.6.9) 相 类 位 ,也 有 并 联 式 和 串联 涉 两 种 ,我 
们 仍 以 四 阶 张 量 THERES 为 例 加 以 说 明 。 

并 联 式 

Т: 5 = (Товари) : (57 ggg) 
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| а, 
= Tius EEE Е EEE 
= TË 5" Slop g g: 
= Т# SE ggg (1.10.15) 
此 时 ,因为 下 ,成 了 旺 标 ,所 以 自由 标 为 3 个 ,是 一 个 三 阶 张 量 。 
PRA 


T5 = (Tšg pp g с (Sl ggg) 


I! 


[гч 
= Т5" EER EBEE 
= Т 5". OERE 
= TË SU рр (1.10.16) 
ERP, s, i 为 哑 标 ,也 是 一 个 三 阶 张 量 。 两 种 形式 中 一 般 实用 的 还 是 并 联 式 。 显 然 ,在 
— ЯВИ 
了 :SS 了 (1.10.17) 
hug m ИЖЕ, 阶 张 量 双 点 积 . 则 得 到 的 新 张 量 的 阶 数 为 mm + n - 4. 
在 张 量 的 代数 运算 中 ,有 时 还 会 碰 到 三 点 积 的 情形 { 如 例 1.7 ) ,其 运算 法 则 是 相同 的 。 
ËJ 1.6 证 明 两 个 矢量 n,s 的 叉 积 可 以 表示 为 
а =u xu = uu: Е = Е: ие (1.10. 18а) 


证 ”让 式 人 1.9.9c) Ж] 


а = nx e = sau gi 


而 
итге = WB gn : sag gig 
= ul" En : Eng g et 
= пше „дів“ 
= иже“ 
同样 
E: иө = ЕЕЕ | uggan 
= и" Аді ЗАВ! 
= vepe 
= wo epg 
= иеа“ 
故 证 得 
站 二 =u: g£ = Е Hy 
而 且 
ИХФ = {б} =<Б:М—<—6Б:єрц =-——рц: є (1.10.18b) 
利用 
Em = Eg = — Ep = - ЕД 
便 可 证 明 上 式 。 


例 1.7 ШЕВА 231 u.v, w 的 混合 积 可 以 表示 为 
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[u e и] = не: = g un (1.10.19) 


证 由 式 (1.9.11a) 知 


Га v w] = PEET 


пож іе = BEO EnsW En ` Eak ЁСЕ 
= uY" WEES | Eag eg 
= єшшъ”"н”ббдбь 
= Fault 
同样 
Гном = ш? ия. 
= eguo w даб? 
= Egun w 
HE. 
例 1.8 证 明 三 个 和 失 量 的 二 重 叉 积 公式 (1.2.18) 
их (s x W) = (# ' w) o — (а - n)w 
证 (1.10. 18а) 


их (ex) = g i[u(ew :s)] = "н(е :vw)|:s 


у ЕЛЕ JF Ç 

BigmBs : [ug (u ga g, 1 EE gg Y] 
= ев, : [ug СЕ ЕВЕ) 
= еер. : (ug'iuhute бб) 

= е0. : Ww egg 

= up We eging 


их (тх и) 


= 


= wv e Epp; 

= upiw ee я 

= uo w ( ёа, ) g, 

= Et 8191) е 

= (шеа uv w si) g, 
= (шеи) в, — (шлш dg 

= (u ` w) wv — (# ` p) 


1.107 Жму а 


把 张 量 点 积 的 %.” 搞 成 *x”, 即 得 叉 积 :把 张 重 又 点 积 的 “:” HR XT, REINUR; HE 


нх” HAARE XJ Ею, а АНЕЛЯ РЕ Л F EE 0965 ВЯ > ИЯ 
个 二 阶 张 量 


+ 


T = Тир! 
S = Saggi = Sgig' = Sig'p, 
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出 有 
жп Tx S = (T,g'g') x (Sug'g') 
= T;Sug' (в! x gg 
= TS g gg t 1.10.20) 
REM T = (Тр!) Зв к) 
= Гы’ x gegi хв) 
= Тб, 
= Тусе, (1.10.21) 
яя T ` = (Tgi) 1 ( Stig p) 
= Sig e g.) (gi x g') 
= ТА" 
= PS En (1.10.22) 
T*S = (Тув?) Y (Si g'g,) 
= Тб (g x g g > g.) 
= Т5, еб] 
= ТЗ, (1.10.23) 
H TJ T E: ЖОН АЧАК ERA, BT LA B TSK Et ЖПК, НАНАЕВ ОК Bz АОС ЕЕ ЕЧ 
KARŠ ZARA 1; 两 个 张 量 双 叉 积 后 ,其 所 得 新 张 量 的 附 数 等 于 两 张 量 阶 数 之 和 减 去 2; 
两 个 张 量 的 点 及 混 积 ,其 所 得 新 张 量 的 阶 数 等 于 了 两 张 量 阶 数 之 和 减 去 3, 这 从 上 面 的 例子 可 
下 看 得 很 清楚 。 
从 上 面 的 运算 中 ,我 们 还 看 到 ,在 进行 点 积 运 算 时 ,总 是 用 一 个 协 变 茜 矢量 与 一 个 道 变 
基 矢 量 进 行 点 积 , 而 在 进行 灸 积 运算 时 ,总 是 用 协 变 基 矢量 (或 逆 变 基 矢 量 ) Буи 
【或 道 变 基 矢量 ) 进行 又 积 , 这 主要 是 为 了 运算 方便 起 见 . 如 果 条 件 得 不 到 满足 时 ,我 们 可 以 
利用 度量 张 量 的 升降 标 使 基 矢 量 符 合 上 面 运算 的 要 求 , 从 而 达到 上 月 的 。 


1.10.8 ФБ УКШ 


ЖАКАУ К BR 69 HES UB ДС ДЕ , 而 调换 张 量 分 量 的 指标 顺序 ,但 保持 每 个 指标 的 水 平 
位 置 不 变 , 则 一 般 说 来 将 得 到 一 个 间 价 的 新 张 量 , 则 称 此 张 量 为 原 张 重 ( 关 于 调换 顺序 的 那 
对 指标 ) 的 转 置 张 量 .。 

例如 ,对 于 四 阶 张 量 


T = 
对 第 1,2 指标 的 转 置 张 量 是 
S = 5 шше = Tg ggg (1.10.24a) 
用 人 分量 形式 表示 为 
5 = Tu (1.10.24Ь) 


对 第 1,3 指标 的 转 置 张 最 是 
R = К юшин = ТБ ЕЁ (1. Ю.25а) 
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用 分 量 形式 表示 为 
Rš, = ГА, (1.10.25b) 
上 上述 S МК 都 是 原 张 量 T 的 转 置 张 量 ,一般 说 来 
T = Š = R 
特别 地 ,对 于 二 阶 张 量 , 它 只 有 一 个 转 置 张 量 ЗИ Ani T 35 КАРОО IR SK E. 
在 不 变性 记 法 的 右 下 角 加 "ce” НЕСК EE РИШ T = Та, T ООВ 
T. = Те’ (1.10.26) 


1.10.9 WERAYE ЯП ЧЫК, 


т ЙИ НЕНЕН ТИГ 2 BEL E PF PUJ) EF ,所 得 的 转 置 张 量 与 原 张 量 相 等 , 则 称 该 张 量 关于 这 
两 个 指标 是 对 称 的 。 例 如 , 设 四 阶 张 量 T = Гая: 满足 
Tš, = Ti (1.10.27) 
则 张 量 了 对 其 1,2 指 标 来 说 是 对 称 的 。 
若 油 换 张 量 某 两 个 分量 指标 的 顺序 所 得 的 转 置 张 量 与 原 张 芋 相 差 “- ” 符 导 , 则 称 该 张 
量 关 于 这 两 个 指标 是 反对 称 的 。 仍 以 上 述 的 四 阶 张 量 六 为 例 ,车 
了 =— Df, (1.10.28) 


则 张 量 工 关 于 指标 1,3 是 反对 称 的 。 

若 一 个 张 量 对 任意 两 个 指标 都 是 对 称 的 , 则 称 此 张 量 为 对 称 张 量 ; 若 一 个 张 量 对 任意 两 
个 指标 都 是 反对 称 的 , 则 称 此 张 量 为 反对 称 张 量 。 

根据 以 上 的 定义 ,不 难看 出 度量 张 量 G 是 对 称 张 量 ,而 置换 张 量 (Eddington 张 量 )s 是 反 
对 称 张 量 。 

也 答 易 理解 ,对 称 张 量 和 上 反 对称 张 量 的 这 一 性 质 与 坐标 系 的 选取 计 关 。 这 就 是 说 , 若 在 
某 一 坐标 系 下 已 经 证 实 一 个 张 量 是 对 称 张 量 (或 反对 称 张 量 ) , 则 在 其 他 任何 坐标 系 下 也 必 
然 有 这 一 性 质 。 

下 而 我 们 来 定义 张 量 的 对 称 化 运算 和 反对 称 化 运算 。 

如 果 对 张 量 并 基 展 开 式 中 的 基 矢 量 保持 原 排列 顺序 ,而 对 其 分 量 作 如 下 运算 :把 张 量 分 
BIER n 个 指标 在 保持 各 指标 水 平 不 变 的 情形 下 进行 4! 种 不 同 的 排列 ,从 而 对 求 所 得 的 
n! 个 张 量 的 分 量 (包括 原 有 的 分 量 ) 取 算 术 平均 值 , 其 结果 必 是 对 称 张 量 的 分 量 , 这 种 运算 
叫做 张 量 的 对 称 化 。 

车 对 所 得 的 = ! 个 张 量 的 分 量 中 将 指标 经 过 偶数 次 置换 所 得 的 分 量 取 正 导 ,而 将 指标 经 
过 奇数 次 置换 所 得 的 分 量 取 负 号 ,然后 再 取 算术 平均 值 ,其 结果 必 是 反对 称 张 量 的 分 量 . 这 
种 运算 叫做 张 量 的 反对 称 化 。 

一 般 用 指标 记 法 表示 上 述 两 种 运算 .把 对 称 化 运算 所 得 的 结果 张 量 的 指标 放 在 圆 括号 
中 表 出 ;把 反对 称 化 运算 所 得 的 结果 张 量 的 指标 放 在 方 括号 中 表 出 - 

例如 ,对 二 阶 张 量 T = Тее” ,作对 称 化 运算 和 反对 称 化 运算 后 所 得 的 结果 张 量 的 分 重 
分 别 表 示 为 


` 1 
Tu = zi T, + т.) { 1.10.29) 


1 
Tun = ayi, - Ta) (1.10.30) 
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由 此 可 以 得 到 


Ty = Го + Тя (1.10.31а) 
或 者 写成 不 变性 记 法 ,并 利用 式 (1.10.26) 可 得 
т = (тат) + 4T- T.) (1.0.31) 


由 式 (1.10.31a) 可 知 , 任 意 一 个 二 阶 张 量 可 按 此 式 分 解 为 一 个 对 称 张 量 和 一 个 反对 称 张 量 


之 和 ,而 且 这 种 分 解法 是 惟一 的 。 
又 如 ,对 于 三 阶 张 量 S = Sug'g'g' ,作对 称 化 运算 后 结果 张 基 的 分 量 是 


Sea = аби + Su + Зы + Sy + Sa + Sa) (1.10.32) 
对 张 量 S Е РЕ ЛЕ АЗ Es НО Ж 
Sial = 31 Sa + 5 + Sy 54 - Sa - 5ш) (1.10.32) 


за а Оз Я ЗЕНА ,对手 任意 -个 给 定 的 张 量 , 我 们 都 能 根据 对 称 化 运算 
造 出 -个 对 称 张 量 ;根据 反对 称 运算 造山-- 个 反对 称 张 时 .特别 地 ,对 一 阶 张 量 来 说。 此 时 ， 
只 有 一 组 排列 方法 ,所 俯 对 称 化 和 有 反 对称 化 后 的 结果 仍然 是 其 本 身 。 


1.10.0 ЖЕ 


设 对 于 任意 坐标 系 都 有 一 组 数 的 集合 РОГ, р, 1, m OEP jkm = 1,2,3) ,如 果 
满足 : 它 与 任意 一 个 二 阶 张 量 Se 的 二 次 缩 并 后 均 成 为 一 个 三 阶 张 量 琴 , 即 在 任意 坐标 系 下 
均 成 立 等 式 

T(i,j,k.l,m)Sm — РЁ (1.10.34) 
АР, d, т ЖИЕК, ПАС 1, m = 1.2,3 求 和 , 则 这 组 数 的 集合 TCi, j,k, l, m) VEE 
个 五 阶 张 量 , 即 

Ti у, km) = ТУ, (1.10.35) 
以 上 的 表述 就 是 张 量 的 商法 则 。 

事实 上 , 需 证 明 TO, j,k l,m) 是 一 个 张 量 ， 只 项 证 明 其 满足 张 量 的 变换 规则 即 可 。 根 

据 所 给 条 件 ,在 新 坐标 系 x* 下 , 式 (1.10.34) 仍然 成 立 , 即 
了 (1.10.36a) 
АН, P ,m' 为 哑 指 标 , 即 左 端 对 Рот = 1,2,3 求 和 ,由 于 S” AUF 均 为 张 量 , 故 它们 满足 
张 景 变换 规则 ,所 以 
区 = ВВВ ТОЕ, j,k, ЕЁ, т) 5 
= A B В ВВТ, I, k,l т) S” (1.10.36) 
НАЗ (т. 10.36а) 和 式 (1.10.36b) ,就 可 得 
Гр, с В, 8; ВЕ ВТС, j,k, ,1,m)]S” = д (1.10.37) 
EA A RIERA Р.Г, К, МОК .10.37) 表示 = 27 Л, Р, т" 为 旺 指 标 ,每 个 式 于 
ҢҢ = 9 项 求 和 .由 于 57" 是 任意 二 阶 张 量 ,所 以 欲 使 式 (1.10,37) 成 立 , 则 其 每 式 的 8 个 
系数 均 为 零 。 由 此 可 以 推出 
ТОРОО от) = В: В; бе ЙК ЕТО, ў, Е, 1, т) (1.10.38) 
从 而 证 明 74,7, К, Е, m) 这 组 数 的 集合 满足 张 量 的 坐标 变换 规律 ,并 且 前 面 3 个 指标 是 道 杰 
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的 ,后 画 2 个 指标 是 协 变 的 ， акак ИЕ ‚Вр 
Ti, jk, i,m) = TË p 

以 上 所 述 是 一 种 特殊 情形 下 的 商法 则 ,对 于 一 般 情况 下 的 商法 则 完全 可 以 仿照 上 述 情 
形 措 述 为 : 设 对 于 任意 坐标 系 都 有 - -组 数 的 集合 TOG, l k), ЖЧ AS р 个 指标 ,每 个 
指标 取 值 范围 为 1,2,3, 如 果 其 中 glg < р) ЛЬ Тоска» 

-0 p -g 阶 张 量 , 则 这 组 数 的 集合 TC(i,j,… А) 必 为 p 阶 张 量 。 

通常 ,用 坐标 变换 的 法 则 来 判别 张 量 是 比较 
繁 的 ,而 商法 则 提供 了 一 个 张 量 判别 的 实用 方法 ， 
这 在 下 面 的 例子 中 可 以 清楚 地 看 到 。 

例 1.9 ”应力 张 量 ”在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 ,已 经 
利用 微 元 体 的 平衡 条 件 证 肯 过 弹性 力学 中 的 
Cauchy 公式 。 即 已 知 变形 体 中 一 点 的 应 力 状 态 为 
(PH 1 — 8) 


则 在 物体 中 该 点 处 任 一 法 向 单位 矢量 n = ме, 的 


斜 截 而 上 上 作用 的 单位 面积 内 力 矢量 P = p'e, 与 该 81-8 一 点 的 应 力 状态 
点 的 应 力 张 景 之 间 存 在 以 下 关系 
Px = быт, + сүп, + бып, 
Py = т п. + yy п, + Cart; 
р. = вап, + алп, + Onf (а) 
和 证明 SAA Cauchy 公式 与 商法 出 证 明 应 为 是 二 阶 张 量 。 式 (a) 可 以 用 指标 符号 写作 
р! = (рт (b) 


CI т 为 任意 矢量 的 分 量 , p 为 矢量 分 量 ， 根据 商法 则 ,应 为 o(i, 站 必定 是 二 阶 张 量 ， 式 (b) 
те 
р = оёт (с) 
或 
P = G- m (а) 
011.10 жака нна 种 晶体 材料 , 它 在 电场 作用 上 能 发 牛 变形 ,或 
者 在 机 械 载 菏 作 用 下 产生 电荷 。 已 知 在 蝇 体 上 作用 有 任意 应 应 力 张 量 ce , 则 可 以 测量 到 单位 
体积 的 电 短 Ра, сы 与 P' 之 间 满 足 
P' = dli, hk, Рон 
利用 商 规 则 可 以 证 明 (г, k, D 是 РАКЕ, AEREE, ЕЛЕ ЖЖ Saba pk. 
T тры: 
P: = аё (а) 
或 
Р = d: G (b) 
9) 1.11 ЕК уж в КЕ PE ря да, НО ВЕНЕ L 为 
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L = | рех еду (a) 
я 


其 中 和 ss 是 物体 内 某 质 点 的 和 撩 径 和 速度 矢量 ,ps 是 该 点 处 
的 介质 密度 ,dF 是 微 元 体积 ,积分 域 六 整个 物体 В. НГЧ 
аА АНКЕ, НА рН 上 是 一 个 矢量 。 把 物 
体 视 为 固定 于 坐标 原点 多 的 刚体 ,如 图 1 -9 所 示 , 而 质点 
BJ YE НЕ s 和 刚体 的 酸 时 角速度 舌 量 四 之 问 存 在 例 1.2 得 到 的 
关系 

e = @ x r (b) 
Елка) Н НАК (1.2.18),1% 
L = [er x (юх r)dV = [pier -rm — (r - wrldr 

(ce) 81-9 物体 的 动量 条 
来 用 直线 坐标 系 ох! а? к, (с) 在 坐标 轴 x' 方向 上 的 分 量 为 
№ = | efwrr 一 по’ ]d V 


Жр r # r, 分 别 为 矢 径 > НЕ НЕЕ = бий, F| о 是 整个 团体 的 转 
动 前 速度 .对 刚体 内 的 每 一 点 都 是 相同 的 ,所 以 上 式 可 罕 成 
Li = а оТ, — г ЧР = Гі аз (4) 


其 中 
ГП, = Гоа”. 一 rr 4 (e) 
Шз (е) 可 以 看 到 , Л: ЖЕ ER DE НЕЕ El oy ЕВЕ, АВАН Ира ¿< BL Ро, By 
ГГ. 一 定 是 个 二 阶 张 量 , 式 (da) 可 写成 
L = 下- @ Сг) 
ТЯНЕТ | АОН S У S EE EE Ж жщ ЖЛЕ ШЕН E T 352625 51 
СЕ 一 章 将 会 说 明 )。 


r = r; = r(x 


= АН, (е) 得 
fa = Гос? + ° + Z — x2)dV = (Ке + Рау = K. 
In = | гог + у“ +Z dV = [С + = ау = £, <=) 
Ta = f об + у + 2 dr = | pe + y )dU = Z, 

H i ЕВ, Ж 


[o = fa == | pzrdr = ] 


З яу 
Ís = НА = 一 | oza Е = 一 f. (h) 
iy = Ps = ~ f рау =-=- £, 
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ШНА, ИХ ВЕН ЖЕЛШ р JSE ЧЕНИ ЗСА НЕЕ Lao ly ТЕГАНА 
为 惯性 积 Iy, Tas Ta 的 负 值 .所 以 通 带 把 РЕ ЕН ЛЖИ, 


习题 一 


1.1 在 三 维 欧 氏 空间 中 , 写 出 下 列 和 式 的 所 有 项 : 
(a)a;xz'x!; 《bj a; ‘жи’; (е) (аа)? = 
1.2 H КД а ла 3 h 3 ME 48 H S A ЕКШ. 
(а) 87а, з (Ь) Olga (oSA net (4) SAA ST 
1.3 EP — k AAR 82 YR # 59 kp Ж АШ E: 

В. = 21 + Е 

Ж = Ё+ 2} + ЗЕ 

йз = 上 十 了 十 三 

ЖЕ, ЕЯ ОА). 

Са) R ШЕ Юй ak Е g в? 的 直角 坐标 表达 趟 。 
(b) RA ЖЖ (1,1,1) 和 (1,2,3) 的 两 点 阿 的 距离 。 
1.4 ЖРЕЖЮННЫЖЕКЫ яко = ag, = ав 的 一 种 分 量 , 求 另 一 种 分 


w. 
(aja, = 1, а> =- Ба: = 1; 
(b)a, = 2,a; = 3,as = 4; 
(c)a' = 1, а? =-1, а? = 1; 
Cda’ = 2, а? = О, а: = ls 


1.5 已 知 :(1) 圆柱 坐标 系 如 图 1 — 10(а), H г = x!,0 = x2,z = xif2)》 球 坐标 系 如 
图 1-140(b). 且 r = x", = x°, р = x°, 

求 :两 种 坐标 系 中 ， 

(а), Е А ЗА К, 

(b)g' ЕЖА ЖЗА; 

(с) а; Яй д” „ 
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16 写 出 图 柱 坐 标 系 z 与 直角 向 卡尔 坐标 系 x 的 坐标 变换 ,并 求 出 它们 的 变换 系数 


1.7 "НИХ x УНАА 的 坐标 变换 ,并 求 出 它们 的 变换 系数 记 mE. 
1.8 БВА ЖААТ К Во Е оа ,oz , 求 在 圆柱 坐标 系 中 中 的 分 量 


19 已 知 直角 伴 卡 尔 举 标 系 中 关 量 b NA T 求 在 球 王 标 系 中 中 的 分 量 员 。 


1.0 已 知 一 斜 角 宣 线 坐 标 系 ,其 协 变 基 和 所 量 为 


# = 了 了 十 下 
в. = K + í 
gs = i+ ] 


求 : 它 的 度量 张 量 By 和 g", 

1.11 对 于 任意 二 阶 张 旺 $, 任 意 矢 量 w ,证明 ， 

(а)6 e = +: S.; 

(6705. +s), = &. ` 5. 

1.12 BANAYAD ИЖЕ, ОИК u 为 任意 多量 ,证 明 : 
(азы - № = N ` u; 

(а О =-@- u, 

1.13 2: КИК T BU mk }% HE ЕЖЕ ЫЛЕ E SE РЕФЕ 25 


1 2 3 2 1 O 
[71 = Ё 4 i [g;] = Í 3 ° 
3 5 6 0 Оо 4 


Ж.Ж T GAB ELTS] ELT] 
1.4 已 知 两 个 任意 二 阶 张 量 T, SEH: 795, — 7,5%. 
1.15 已 知 :二 阶 对 称 张 量 入 ,二 有 阶 反 对 称 张 量 2, 证 明 :N : О = 0, 
1.16 已 知 :9, 坟 为 任意 矢量 ,mw 为 二 阶 对 称 张 量 ,向 为 二 阶 反对 称 张 量 。 求 证 . 
(а) №: ab = ba: N; 
(b)@Q : ab =- Ба: ©. 
1.17 已 知 a,58,c,d 2 Е же 
(ах) - (ce xd) = (a - с)(Ь ' a) — (a а)(Ь - с) 
1.18 Б ИИК S = рвет, 其 中 
ôk = 88, — 50) 
É 大 为 任意 二 阶 张 量 
C = cE e 
REFS: СС: S = (а, те. 


1.19 已 知 一 个 六 阶 张 量 玉 = бра,” g gtp 
в. = Ее 
设 下 为 任意 一 个 五 阶 张 量 
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Т = TB BEE E 
ЖЕ. КУРТ = АТТ" 对 上 标 i,j,k 的 任意 丙 个 指标 均 为 反对 称 。 


1.20 EEko SHKARKO INEB WAE o = 55:0, Жой 
47.3 Е: 42 -# = 9. 
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在 上 一 章 里 ,我 们 已 经 黎 次 讲 过 , 张 量 是 一 个 与 坐标 条 无 关 的 几何 量 或 物理 量 。 但 是 要 
识 踢 它 或 者 要 进行 计算 ,多 往 往 离 不 开 坐 标 系 .特别 是 对 和 于 二 阶 或 更 高 阶 的 张 基 ,很 难 站 观 
地 描述 它 ,其 至 对 它 的 定义 都 离 不 开 坐 标 系 .在 处 理 具体 问题 时 ,我 们 当然 希望 能 取 这 样 的 
ЗАК Ж ,使 得 运算 趣 简 单 越 好 。 对 于 三 维 欧 兵 空间 米 说 ,这 样 的 掌 标 系 莫 过 于 笛 卡 尔 坐 标 系 。 
国 此 , 林 章 着 重 讨论 张 量 在 笛 上 卡尔 堂 标 系 中 的 表示 法 改 其 运算 。 这 时 我 们 把 所 讨论 的 张 量 称 
为 管 卡尔 张 量 。 

引进 稍 卡 尔 张 量 因 然 使 张 量 的 运算 变 得 简单 ,但 更 重要 的 意义 还 在 于 ;一切 张 量 方程 ， 
只 要 是 在 欧 氏 空间 中 讨论 的 ,都 只 需 在 笛 卡 尔 举 标 系 中 证 明成 立即 可 .对 于 用 分 量 记 法 表示 
的 张 量 方程 ,把 它 写成 不 变性 记 法 ,就 可 以 把 它 推 广 到 任何 其 他 坐标 系 中 。 因 此 ,讨论 笛 卡 尔 
张 量 ,在 理论 上 也 县 很 有 意义 的 。 

男 奸 ,考虑 到 在 实际 应 用 中 ,特别 是 在 连 继 介质 力学 中 最 常 遇 到 的 一 类 张 且 ,例如 应 力 
张 量 .应 变 张 量 .惯性 给 张 量 等 都 是 二 阶 张 量 . 虽 然 它 们 各 自 具 有 完全 不 同 交 物理 意义 ,但 却 
服从 二 阶 张 量 的 共同 性 质 , 因 此 ,本 章 重 点 研究 二 阶 笛 卡 尔 浦 量 。 

设 x (i = 1,2,3) 是 三 维 欧 氏 空间 的 正 交 稍 卡 尔 坐 标 系 (一 般 总 取 右 手 系 ), 沿 坐标 贺 正 
向 依次 取 单 位 矢量 ее. ез 构成 - -组 协 变 基 和 失 量 , 称 之 为 标准 正 交 基 。 设 它们 的 道 变 基 所 
Же’, с’, ес’, РЯ ХНА ее, = 人 ,因此 不 难看 出 

е = е (і = 1,2,3) (2.1.1) 
这 说 明 ‚ТЕН F АКТ ЖЕР ‚ИЖЕ МЕ: ВЕБЕ ДЕЗЕ ВЕНА, ЖАУ АНАН [Е], Wi B 18 
标 也 一 臻 ,所 以 在 和 荫 卡 尔 张 量 中 :就 没有 必要 再 区 分 道 变 基 矢量 和 协 变 基 和 汞 量 了 ,就 称 为 基 
矢量 或 标准 正 交 基 。 

再 来 考虑 坐标 变换 , 当 把 正 交 箔 卡尔 坐标 系 x' 变换 到 另 一 个 正 交 笛 卡 尔 坐 标 系 好 ШЇ, 
АЕ ЖЕ F OJEDA ЗЕ. бе ОЮ e, ‚ПИЛ ЕЕ С ВЕ e° ,其 变换 关系 为 

er = Ве 和 е ве 
但 由 于 在 新 坐标 系 下 也 有 e -= e, ЩЕ, 
В = В (2.1.2) 
ЕНД DHEA: Ж, ҖЕ ЖИЙ ДЕЕ И. ЖА Ek E ШЇ ERE ЗЕ Чек А НЯНИ, 

根据 上 面 的 讨论 可 知 ,每 个 笛 卡 尔 坐 标 系 者 只 需 取 一 组 单位 正 交 基 , 张 量 的 分 量 也 只 
一 组 ,因为 此 时 协 变 张 量 . 道 变 张 量 和 混 变 张 量 实 际 上 是 相同 的 .因此 在 本 章 以 后 的 讨论 中 ， 
一 律 只 取 下 标 表示 ,而 运算 法 则 不 变 。 

这 样 ,我 们 可 以 把 止 交 笛 卡 尔 坐 标 系 = ГМ у; :新 正 交 笛 卡 尔 坐 标 系 x° іх, ВАХ 
转换 系数 房 ! 或 道 变 转换 系数 序 ) НИМ :由 十 箔 卡尔 华 标 系 之 问 的 变换 是 线性 的 ,所 以 当 
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新 老 坐 标 系 的 原点 相同 时 ,其 变换 形式 可 作 以 下 表示 


(2.1.3a) 
或 写成 
ЖА = ах, 或 x; = ах, (2.1.3) 
在 新 老 坐 标 系 下 分 别 取 定 标 淮 正 交 基 er ЖП е, , 则 它们 之 间 的 变换 关系 可 写成 
е = ше 或 е, = ае; (2.1.4) 
世 可 以 把 变换 系数 写成 矩阵 形式 , 记 为 А, Вр 
ап fn ац 
А = [aç] = га): üg üg (2.1.5) 
Я: Gù Ga 
下 面 我 们 来 看 看 矩阵 4 ATARA. МНЕ 
2: бл аз 
А" = Я бш Әз 
а: Rr аз 
所 以 
а, ар аз Пан an “aa 
АА? = | an an аз || ао бы ap 
аз бә Gas fs аз аз 
qu + ар + aj Gn Gs + враз + азаз Gn Ga + азаю + azaz 
= | алац + йоу + азав аз + a + aš, алан + апаз + азаз 
амар + Озар + ава: Зиа + аза» + ¿(La Go аз + at, + as 
再 看 看 上 面 矩阵 的 每 一 项 .因为 虫 式 (2.1,4) ,有 
ёз 一 Gel + аре + asses 
e; = але, + аре, + Ay ëz 
ёз = алё + азе, + Gs ë 


而 е, 为 标准 正 交 基 , 故 有 


2 2 2 
ea + ав + as = 1 
2 2 2 
ал + ай» + йз = 1 
2 2 2 
ау + бъ + аз = 1 


МВВ el | elei | е%,е% Д е^, ВП е А eb = e ` = = e -e — 0, 所 以 有 
Суад + Чой» + арба = 


i зү + (Gp + Ajg = 


о о о 


aa ан + Субу + ацац = 


100 
ААТ = АТА = Ë 1 o] = І (2.1.6) 
0 Q 1 
所 以 矩阵 А KEZE, LAFA r RADER ИНЫЕ, 
ааа = Š, 或 аа = да (2.1.7) 


这 里 的 5 和 6a 都 是 Kronecker ó ,其 意义 与 前 面 是 一 样 的 ,所 不 同 的 只 是 在 笛 卡 尔 坐标 下 指 
ББЛ РЖ То 
由 于 征 卡 尔 张 量 的 分 量 只 有 一 组 ,所 以 任意 阶 贡 卡尔 张 重 的 并 基 展 开 式 也 只 有 一 种 , 即 


Ф = é. ee; e, (2.1.8) 
ФЗК p 在 新 坐标 系 < КЖ, ИК Et Pijal {ЕД У 
$... = ара, Aur ppr (2.1.9а) 
特别 对 于 二 阶 备 卡 尔 张 量 T, 有 
Ту = a,a,T, (2.1.10а) 
利用 式 (2.1.7) ,也 可 以 写 出 它 的 反 演 公式 
T, = ора Т, (2.1.10b) 


ЕНЕ ,在 式 (2.1.10a) 中 ,变换 系数 的 第 一 个 指标 为 自由 指标 ,而 在 式 (2.1.10b) 中 , 变 
换 系 数 的 第 二 个 指标 为 自由 指标 。 按 此 规律 ,可 拟 写 出 任意 阶 笛 卡 尔 张 量 的 变换 公式 及 其 反 
演 公 式 , 如 式 12.1.9a) 的 友 演 公式 为 


фа = ака‘ аа. (2.1.9b) 
在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 ,度量 张 量 g, 为 
By = e, ' e, = д, (2.1.11а) 
写成 矩阵 形式 
1 о O 
[gs] -| 1 i (2.1.11b) 
D D 1 
显然 
я = |в,| = || = 1 (2.1.12) 
也 就 是 说 ,在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 
С = І (2.1.13) 


ЕЖЕ Е ХА F ШЕ А ЕЕ Edington КЕ) 

1, 25 ¿k 为 偶 排 列 时 
ex = le е e] = | 当 ijk 为 奇 排 列 时 (2.1.14) 
О, 当 ДЕ 至 少 要 有 两 个 相等 时 
在 箔 卡尔 坐标 系 中 ,矢量 的 基 展 开 式 是 我 们 熟知 的 , 设 有 两 个 矢量 
# = mne, v = ще, 

两 矢量 的 点 积 
н ` g = ш, {2.1.1$) 

ВЕІ АЧ У 1 а, Вахе = a = ae: ; 则 有 
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(2.1.16) 


G€, = E a| H Uy 
BRA w = we;, 则 三 个 矢量 uo, w 的 混合 积 为 
[а o w] = ваш (2.1.17) 
广 Kronecker 8 世 可 以 写成 
б, Ôp Ó; 
Єт = Ë s 8, (2.1.18) 
Вж 
Бабы = Ohu — баб (2.1.19) 


р js В А АЛЕ F АХА НОЕ, ЧА Е ЕВЕ — 5 АЕ X BJ 85. h Si Ek 
а ров УР КУКА Ж, Н EL ОУ ЗОНЫ F Яй 

最 后 我 们 引 人 和 人 甘于 行列 式 的 计算 公式 。 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 ,以 下 行列 式 可 以 写作 
Аһ Аз Ав 
= €p A 2А зА = Epa Ар Ав (2.1.20) 


Aí, Ay Ам 
这 全 公式 以 后 会 经 常用 到 。 

例 2.1 有 一 个 矢量 „ТЕЛКЕ х 下 可 表示 为 
v = €; +26, — е» 


ЯП REIRE xí УЖ x, 之 间 的 变换 形式 为 


ж; = бых; 
其 中 变换 系数 所 组 成 的 矩阵 为 
2 2 
2 2 9 
[a.] =! ҮЗ Уз УЗ 
28 3 7 3 3 
46 16 2⁄6 
© 6 б б 
БОК С o 在 新 坐标 系 x! 下 的 表达 式 。 
解 ”因为 
ПИ = Agt 
所 以 
vi = бл; = ації + Qtr + aata 
-2.132.240 (— 1) 
3⁄2 
2 
vi = аз; = ани + apt + авт 
— Ра 
= 与 i. 3... 2 (- ]) 
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25/3 
Е 3 
0з = аз; = Фи + 2302 + Qa Va 


1+6. 246.0 


因此 矢量 o 在 新 坐标 系 x; 下 的 表达 式 为 


* = ъ е = 


#12.2 一 个 二 阶 张 重 了 在 坐标 系 % 下 的 表达 式 为 
T =- ее. + Зее, + ее, + 2е„е, — 3e,e, — езе, 
如 果 一 新 坐标 系 xi БА, 之 闻 的 变 搁 形式 为 


x: = ах; 


о O 1 
SER о ° 
0 10 


АК — ЕШ TT 在 新 坐标 系 x; 下 的 表达 式 。 
解 。 由 式 (2.1.10a) 


其 中 变换 系数 所 组 成 的 矩阵 为 


Т» 7 apta Ты 

所 以 

Т = ао. = овен Тә =1+%+ = 0 

Ta = аа, 7 = аза Т = 1:( 1).(.-.3)=3 

To = азат = ава То = 1-1. (- 2) =—2 

Ты = аа, Т = алав Та = (- 1) +. 1 - 3 = —- 3 

T> = Cantao7m = алал Ги = (- 1) (- 1) 0= O 

Te = aG Ты = ана To = (- 0-1. (- D = 1 

Ту = аһа, Ты = аза Ты = 1.1-2 = 2 

Tx = аза, Т, = оза Ta = 1. (- 1). 1=-1 

Ta = аз,аз, Т, = asas Ta = 1+ 1-0 = 0 
РАШКА T ТЧК а TF НОЗ КУК ЗЫ 

Т = Туере = Зее. – 2e1es ~ Зее! + ее! + 2261 一 ез еу 
2.2 ХЕ ИКЕ д] КУ УНЕ Ж ИЕ 
在 和 卡尔 堂 标 系 下 , 张 量 只 对 应 于 一 组 分 量 , 所 以 将 其 分 量 用 - -种 特殊 的 形式 囊 示 是 很 


有 用 的 ,特别 是 在 许多 情况 下 ,将 矢量 和 二 阶 张 量 用 和 矩阵 形式 表示 会 在 运算 中 带 来 许多 方 
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E. 
2.2.5 Ж БКЈ E ЕЕ 


设 在 第 卡尔 坐标 系 q ЕЕЕ ЗЕ у e, , 则 任 一 矢量 u 可 表示 为 


H = ше, + ие + изёз = ие; 


НАПА 
из) (2.2.1) 


Га; ] = Га, B 
ECARE u 在 标 架 a; 下 的 对 应 矩阵 。 
У РЕЖЕ D ,在 箔 卡尔 坐标 系 x, 下 的 并 基 展 开 式 为 
D = Daeg + Di; ee, + Dul, g, 
+ Daze, + Dotie: + De; es 
+ Ру езе, + D. ese + Day es es 


我 们 到 方 阵 D = [Dj], 有 


Ви Da Dh 
D = [ D; ]) = 区 D> > | (2.2.2) 
Ры Da Da 
ШТК УКА D 在 标 架 e 下 的 对 应 矩阵 。 
2.2.2 一 阶 张 量 的 转 置 ,对 乏 、 反 对 称 张 量 及 其 所 对 应 的 扎 阵 
а D 的 转 置 张 量 DT 即 为 它 的 共 固 张 量 D. ,很 显然 它 的 对 应 簿 阵 为 
Da Da Da 
D. = [D;] = 区 Dx pe | (2.2.3) 
Ds Юз Da 
另外 ,当然 有 
(DD = p (2.2.4) 
К N 为 工 阶 对 称 张 量 , 则 
N = N! = М, (2.2.5а) 
НЕЕ 
N= М È мам, (2.2.5Ь) 
如 果 张 量 © ЖАР ХА] 6SK Е, Ш 
2 = — 37 2—4 (2.2.6a) 
Нулу ЕЖ 
各 =- 或 0, = - 0, (2.2.6Ъ) 
另外 ,我们 把 二 阶 张 量 
IT = ее, + езе, + езе = ó e;e; (2.2.7а) 
ЖКА Sñ {у Е ШАГ 的 对 应 矩阵 在 任何 正 交 第 卡尔 坐标 系 下 都 是 单位 矩阵 , 即 
I 0 O 
ї = Ë 1 ° (2.2.7b) 
001 
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实际 上 ЛЕ ЕЩЕ F ,单位 二 阶 张 量 了 就 是 笛 卡 尔 度 量 张 量 已, 只 是 在 这 里 把 它 称 之 
为 单位 二 阶 张 呈 有 其 特殊 作用 。 

2.2.3 二 阶 张 量 的 代数 运算 与 给 阵 的 代数 运算 

1. 张 量 的 相等 , 相 加 、 标 量 和 张 量 的 想 乘 运算 与 矩阵 的 运算 一 一 对 应 

2. 坐 标 变换 

设 新 坐标 系 x; 下 的 标准 正 交 基 为 ei ,坐标 变换 满足 式 (2.1.4) ,转换 系数 矩阵 由 式 (2. 


1.5) ЖА, 
EHIE ef FRE u 的 对 应 矩阵 为 


[u] = [wu и us] 
H 5 ЗЕЕ 
и; = ағы; {2.2.8а) 
写成 矩阵 形式 
[ui] = Га = АГ] (2.2.8Ь) 
在 新 标 架 г; Г ЗК D 的 对 应 矩阵 为 
Da Da Р, 
Р" = 105] = Ë D я 
Da Dy Ds, 
它 的 坐标 变换 规律 为 式 人 42.1.10a) , 即 
D; = аза,Р,, (2.2.9a) 
写成 矩阵 形式 为 
D' - [D] = la, а, D,] = [а, 2, Га, 1" 
Вр 
Г’ = ADA" (2.2.9b) 


912.3 НЕЕ 2 1, 
解 “矢量 w 在 老 坐 标 系 下 的 对 应 矩阵 为 
[a] = [1 2 = 1] 
ЕН (2.2.85) 可 知 
{ө | = 1а Нь 1" 


即 
5 У 2 0 1 3⁄2 
sl- 3 _У3 УЗ 2 | | 2⁄3 
2 3 3 3 l 3 
vi y6 ув 2⁄6 1 /6 
6 6 6 6 


; /2 /3 /6 
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显然 用 抢 阵 运算 是 很 方便 的 。 
例 2.4 试用 矩阵 运算 例 2.2。 
я 二 阶 张 量 та РАЛЕ РЕ 


0 -1 3 
| 1 o I 
-3 -2 0 


0 0 1 
А = [а] =|-тоо 
ото 


而 变换 系数 矩阵 为 
J 


= (2.2.95) 有 
T' = АТА? 


0 O 1 о -1 зто -1 0 0 3 -2 
TER 0 o| 1 о Е 0 -| -3 0O I 
o 1 0-3 -2 oli о о 2 -1 0 


З. УКЕ ЕЕН A 线性 变换 
二 阶 张 量 D 右边 点 积 矢 蔓 r, 得 到 一 个 新 矢量 w El 


c = D: r (2.2. Юа) 
写成 分 量 的 形式 为 
v = Би (2.2.10) 
同样 写成 矩阵 形式 为 
[s 3! = (В, ][ u, J" (2.2.10) 
车 二 阶 张 量 DP ТЕА и, 830) — ARR w, EN 
ж = н - Р (2.2. Ша) 
写成 分 量 形 式 为 
w = wDs (2.2.11b) 
写成 和 矩阵 形式 为 
[让 = [В.П Г (2.2.11е) 
当然 ,点 积 具有 线性 性 质 , 即 
T - Cau + Ве) = «Тои + РТ з (2.2.12) 


АН, с, В 为 任意 常数 ;sw,v 为 任意 矢量 ;T 为 二 阶 张 量 。 
所 以 ,与 人 第 阵 相 同 , 开 阶 张 量 也 对 应 于 一 个 线性 变换 , 即 映 射 ,每 一 个 二 阶 张 从 都 定义 了 
将 矢量 空间 的 任 一 矢 景 & MAARE o 的 线性 变换 。 
4. 二 阶 张 量 与 二 阶 张 量 的 点 积 
ИКЕ D ЖЕ 点 积 , 得 到 一 个 新 的 二 阶 张 量 五 , 即 
D-E-=H (2.2.13а) 
写成 分 量 形式 为 
D E, = H; (2.2.13b) 
等 成 矩阵 形式 为 
` 50 „ 


DE = H 


(2.2.13c) 


ЖЛЕ ЖЕ |, ЯЛ) РЕН НХ РР К ВВ НЗ , — BY SK Et sa ЖИР ii ДЕ ле ВЕС НУ о 


5. AM БУКЕ НИК 


前 面 我 们 已 经 定义 了 单位 二 阶 张 量 ,如 式 (2.2.7a), 它 在 张 量 运算 中 的 特殊 作用 是 ,对 


于 任意 矢量 & МУЖЕ, 
#з н = нй = 
ї-р=р-1= р 
ЯН КЕЖЕ ,是 容易 看 出 来 的 。 
如 果 两 个 二 阶 张 量 D 和 五 满足 
D-E- E-D- 1 
这 时 它们 的 对 应 矩阵 也 满足 
РЕ = ED = І 
DKÉ FEE D 和 至 是 可 道 的 ,这 时 我 们 称 二 阶 张 量 D AE 是 互 逆 的 。 记 做 
О = Е" 或 E <= р) 
显然 ,二 阶 张 量 存在 道 张 量 心 -的 充分 必要 条 件 是 对 应 矩阵 D 是 满 秩 的 。 
5. 二 阶 张 最 的 等 
我 们 定义 二 阶 张 量 五 与 DD 的 点 积 称 为 五 的 2 КЖ Ср)? Жз, ВШ 
(D) = р-р 
类 似 地 ,也 可 以 定义 二 阶 张 最 D BU ЗЕ а КЕ п 次 办 
(DY = (ру - D 
(D) = (D): - D 


(D)" = (D) -D 
显然 (D) (D) (D), -e (D 所 对 应 的 矩阵 应 是 
D, D,D, e, р 
在 这 里 п НЕ ГАИ НКЕ Р.п 
(D° — р. р! = £ 
(ру! = p` 
(D)? = (ру 


CD)" = (р) 


因此 ,对 可 逆 的 二 阶 张 量 可 以 定义 它 的 所 有 整数 次 容 , 但 是 , 二 阶 张 量 的 有 些 


的 年 阵 运算 ,例如 并 丧 运 算 。 


(2.2.14) 
(2.2.15) 


(2.2.16a) 
(2.2.155) 


(2.2.17) 


(2.2.18) 


(2.2.19) 


{2.2.20) 


运算 没有 相应 


总 之 ,虽然 矩阵 与 二 阶 张 量 属于 两 种 不 同 的 概念 ， 但 一 个 二 阶 张 量 总 可 以 在 一 定 的 誉 标 
系 下 将 其 某 种 分 量 用 矩阵 表示 ， 了 于 是 二 阶 张 量 的 -- 些 运算 就 可 以 表示 成 对 应 的 抢 阵 运算 ,这 


样 许多 关于 矩阵 的 理论 就 可 以 推广 应 用 到 二 阶 张 量 。 
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23 二 阶 张 量 的 主 值 . 主 方向 和 主 不 变量 


Ех ТТ ВЕ ПЛЕН А AMERRE u 使 得 
T- ú = Ац (2.3.1) 
成 立 , 那 么 标量 À 称 为 二 阶 张 量 了 的 主 值 , 非 零 矢量 u Я ГИР НА 的 主 方向 。 
在 式 {2.3.1) 中 , 主 方向 В ui 0。 故 取 


и 
"= Ты 
代入 式 (2.3.1} 有 
T- |an = Aluln 
即 得 
Т-п= Ап X T-n-àn20 (2.3.2) 
利用 单位 二 阶 张 量 了 的 人 性质 和 = I- п, дз (2.3.2) 
T-n- А-н Ü 


即 得 
Т-А) mn = 0 (2.3.3) 
设 在 笛 卡尔 坐标 系 x, 下 ,有 | 
T = Туею, 
п = п.е; 
(2.3.3) 所 对 应 的 矩阵 方程 是 
ET, = А, Па = © (2.3.4a) 
展开 上 式 
Tu -А Ti Ti TH Q 
Т», Т» – А Г | | = B (2.3.4b) 
Ta T> Ta — А пз о 
因为 n 为 单位 矢量 ,因而 
n) + ni + лї = 1 (2.3.5) 


式 (2,3.4) 表 明 , 二 阶 张 量 了 的 主 值 和 对 应 于 主 值 的 主 方 向 就 是 的 对 应 矩阵 了 = tT] 


的 特征 值 和 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 。 也 就 是 说 , 求 二 阶 张 量 工 的 主 值 和 主 方向 的 问题 就 
转化 成 矩阵 理论 中 的 问题 了 。 


很 明显 ,要 使 式 (2.3.4) 有 非 零 解 mm 存在 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 


| T; — aĝ] = 0 (2.3.6a) 
亦 即 
Ta ш А Т Т, 
Ta Ta- À T» |=0 {2.3.6b) 
Ta Ta Ta — À 
上 上 式 是 一 个 关于 未 知 数 4 的 .一 元 三 次 方程 , 即 其 左 端 是 4 的 三 Е, FERIER 
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一 下 这 个 三 次 多 项 式 在 坐标 变换 时 的 情形 。 
在 坐标 变换 下 ,二 阶 张 量 了 的 对 应 拓 阵 满 电 坐标 变换 规律 式 (2.2.9b)], 即 有 
T" = ATA! 
另外 
I = АА" 
所 以 
| ATA" — AAA | 
| ААТ- ADA" | 
А АТАТ 
= |T - 47| 
EAH ,这 个 关于 41 的 三 次 多 项 式 与 坐标 系 的 选取 是 无 关 的 。 
现在 ,我 们 将 式 (2.3.6) 展开 


[Т^ АР 


H $ I 


А? — ГА? + HA - Hl, = 0 (2.3.7) 
这 就 是 矩阵 荆 的 特征 方程 ,由 于 它 在 举 标 变换 下 是 不 变 的 , 邦 也 把 它 称 为 二 阶 备 卡 尔 张 量 开 
的 特征 方程 。 
不 难 验 证 式 (2.3.7) 中 的 三 个 系数 分 别 是 
Jr = Ta = ыт (Врт) (2.3.8а) 
Ú, = ECT — тт.) (2.3.8b) 
Ш, = | 五 | = dar 《行列 式 的 值 ) (2.3.8е) 
我 们 把 这 三 个 系数 分 别 叫做 工 的 第 一 、 第 二 和 第 三 主 不 变 最。 
可 以 把 它们 展开 成 
L, = T i + T; + Ta (2.3.Ba') 
Т» Ty Ta Ta Ta Ts ‚ 
т = | т. Te Tal [Ta Ts (2.3.8) 
Ги Ту Т, 
H, = Ta T Ту, (2.3.8с') 
Ти Го Ta | 


一 个 一 阶 张 量 T = Тее, ,在 坐标 变换 时 其 分 重 和 基 矢 量 都 会 变换 ,从 而 保证 了 它 的 不 
变性 -但 如 果 对 这 些 随 坐 标 转换 而 变化 的 张 量 分 量 进 行 一 定 的 运算 (例如 :这 些 运 算 可 以 由 
二 个 了 自身 进行 ,也 可 申 了 与 度量 张 量 如 或 置换 张 量 s 进行 ) ,就 可 以 得 到 一 些 不 随 坐 标 转换 
而 变化 的 标量 ,这 种 标量 就 称 为 张 量 徇 不 变量 。 

例如 ,我 们 米 看 度量 张 量 如 与 了 的 双 点 积 。 

G: T = дуе, | Tue,e, = STan = G T; = Г, 
СТ = zee; Tere = dyTud ad, = 6.Г, = T, 
很 显然 ,我 们 上 面 的 了 的 第 一 主 变量 1, ele 3k E i sk it G +I T ВУХХ BP 
L = @:T = G@- T = T. sur (2.3.9) 
而 


1 1 
Iz = ТТ = (6.8, — дубу) ТЫТ, 
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4 (8,8,T,T, ~ бибаТьТ,) 


= У (T.T, - ТИР (2.3.10) 
1 
1 = (2.3.11) 
= 6 Ез кл Ты T. T, = det T „ә. 


FERMER ЕТ КЕЕ ЖЕП TTS ЯП ЗЕ M. 
НР КШ T PJ EE A Еи 满足 
T-n = Ап 
我 们 用 了 来 点 积 上 式 两 端 ,得 
(ТУ - m = AT - n = ACAn) = Аи (2.3.12) 
ОВА T #4 2 KRE TY 的 主 值 为 12 ,而 对 应 的 主 方向 仍 为 站。 进一步 推广 .我们 可 以 得 到 
(ТГ) зп = А” (2.3.13) 
式 中 ,mm ХЕХ, ЕАН, T BJ m RECT” ЗН ЖА" WAATA T 3 1805 E НИЛУ 


Зо 


2.4 二 阶 对 称 张 量 


三 维 空间 中 一 个 二 阶 实 张 量 的 9 个 分 量 都 是 实数 , 当 进 行 坐标 转换 时 ,这 9 个 分 重 糙 发 
生变 化 ,本 节 讨 论 当 坐标 转换 至 什么 情况 下 ,此 二 阶 张 量化 为 标准 形 的 问题 , 求 标准 形 的 问 
题 在 为 学 和 物理 中 有 着 广泛 的 应 用 。 例 如 一 点 的 应 力 状 态 ,根据 它 的 9 个 应 力 分 量 通过 坐标 
转换 求 主 应 力 和 主 方向 的 司 题 ,还 有 惯性 甜 问题 和 应 变 等 。 

设 N 是 二 阶 对 称 张 量 , 则 满足 N = N. ,车 设 此 二 阶 对 称 张 量 为 N = Nee, MA 


其 对 应 矩阵 N = [M] WE E 
N = М 
在 进行 坐标 变换 时 ,一 阶 对 称 张 量 N 的 对 称 性 保持 不 安 , 事 实 上 ,经 坐标 变换 {变换 系 
数 矩 阵 设 为 A) Л, № 对 应 的 年 阵 变 为 4N47, 故 而 仍 保持 N 具有 对 称 性 。 
二 阶 对 称 张 量 还 有 个 重要 的 性 质 , 即 N 所 对 应 的 线性 变换 满足 


Мен = цс М (2.4.1) 
АН, и 为 任意 和 失 量 。 
HERR ” 式 (2.4.1) 2296 
М-н = №е,е "ше, 
= АМ, дне, 
= Ме, 


ПН 
и N = ще, - Ме, 
- 54. 


РА N ЖК КВ, BT Ll АЗ 


因此 , 式 {2.4.1) 左右 两 端 相 等 , 即 
N - # = H N 
定 兴 《二 阶 实 对 称 张 量 的 特征 方程 存在 三 个 实 要 ,其 对 应 的 三 个 主 方向 必 正 效 。 
证 明 ” 设 实 对 称 一 阶 张 量 的 特征 方程 | М, — Аду | = 0 存在 一 个 复 根 4 ,由 于 其 特征 方 
程 的 系数 全 为 实数 , 产 д 的 共 斩 复数 4 也 必定 是 特征 方程 的 另 一 个 根 -. 如 果 À 对 应 的 特征 和 
EA п, А 所 对 应 的 特征 矢量 为 元 ,因为 


N - n = An (a) 
N-A = АЙ (b) 
YF a AIRA a) ,将 #4 点 积 式 (b) ,得 
п. Меп = АЙ + n (e) 
n N - BR = Ан (d) 


HP N 是 对 称 张 量 , 故 式 (c) Ка) 的 左 端 相等 , 即 
п N - ñ = H ` N-R 
这 样式 (ec) .起 (9d) BH SK BS Er ha th ВУАН ЗЕ, Вр 


AR- n — Am R = O 


亦 即 
(À — A)m - # = 0 
因为 
поп Ü 
所 以 
А-А = 0 


BEA DHEM, 

这 就 证 明了 二 阶 实 对 称 张 量 必 存在 三 个 实 的 主 值 。 

当 对 称 二 阶 张 量 具有 3 个 不 等 的 主 值 А, А», А, 时 ,所 对 应 的 3 个 主 方 向 设 为 n,a, 
?ao 由 特征 方程 知 如 下 三 式 成 立 : 


Моп = Ап, (а) 
N п, = А.т, (b) 
N- n. = Азу, (c) 
将 n, 点 积 式 (a) ,将 п, 点 积 式 (b) ,得 
Мп = Ап ‘п, (d) 
пус N ° n, = Ап * H, (e) 
考虑 到 N 是 对 称 的 . 故 式 (d) , 式 (e) 的 左 端 相等 ЕП 
Fm, + N + p, = n, + Мет, 


这 样式 (9), 式 (e) BD a Sw H ДУН, Bp 
СА, 一 А») п, ` M = © 
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因为 4 = Ar РИН 
天 | ` m, = Ü 

也 就 是 说 , 主 方向 в, 与 n; ЗНЗ Е. 

同 理 , 可 以 证 明 ,三 个 不 等 的 主 值 所 对 应 的 三 个 主 方向 互相 正 交 。 

当 对 称 二 阶 张 量 的 特征 方程 具有 两 个 相等 的 实 根 时 , 设 1 = A; Аз, 5А 对 应 的 主 方 
向 m3 基 一 个 确定 的 主 方向 ,与 n, 和 王 直 的 平 而 内 任意 方向 均 是 主 方 和 河 ,可 任 取 其 中 2 个 相互 
正 变 的 方向 ni. n, 为 主 方向 。 当 对 称 二 阶 张 重 的 特征 方程 具有 3 УАН ,任何 方 识 都 是 主 
方向 ,此 时 可 以 任 联 三 个 相互 正 交 的 方向 作为 主 方向 。 

综 上 所 述 , 无论 实 对 称 二 阶 张 量 的 特征 方程 是 否 有 生根 ,总 可 以 选择 一 组 笠 卡 尔 坐 标 
R ,让 它 的 各 个 办 指向 3 个 主 方向 。 我 们 把 治 着 3 个 相互 垂直 的 主 方向 的 轴 称 为 主轴 ,由 3 个 
主轴 构成 的 笛 卡 尔 坐 标 系 称 为 主轴 系 。 通 常 我 们 把 主轴 系 记 做 ох] д; ох! , 洛 此 坐标 系 轴 正 
向 取 单 位 矢量 el ,ez ,#3 构成 标准 正 交 基 。 i 

现在 考虑 原 坐 标 系 ох, к, жу 到 主轴 系 oxr xz x# 的 坐标 交换 。 由 于 主轴 系 的 基 矢 量 就 是 
TRIE N 的 主 方向 ,所 以 可 设 


| 
е, = пу = mi е, + n е + ве, 
* {1 (2) 3 
е = п = Nn2 e, + n” e, + пе, (2.4.2) 
ж (1 
е, = ms = ni е, + п? ёл + п? ёз 


从 而 可 以 得 到 由 下 式 给 出 的 坐标 交 撞 


| _ _ | _ | 
z ni = an | пт” = an | n? = an 
. = a И s a (2.4.3) 
| х3 _ пз? = ам п? = ay Ес = бэу 
显然 ,在 主轴 系 下 ,二 阶 对 称 张 量 N 的 并 基 展 开 式 为 
N = Mejer + А.е; ег + Ае еў (2.4.4) 
对 应 的 矩阵 六 ”应 为 如 下 对 和 角 阵 
A о О 
N = | 0 A; ] (2.4.5) 
оо A; 


所 以 ,二 阶 对 称 张 基 在 主轴 系 中 所 对 应 的 矩阵 具有 最 简单 的 标准 型 ,如 式 (2.4 )， 

在 前 面 我 们 已 经 了 解 二 阶 张 量 的 m КЕ т 为 正 整数 )。 -个 二 阶 对 称 张 量 N В) т ЗК 
仍然 是 二 阶 对 称 张 量 ,并 且 它 的 主 值 是 N ЕН m 次 方 , 即 Ar, А? АТ. MERES AS 
N 的 主 方向 相同 。 

下 面 再 进一步 推广 -对 于 常 正 的 二 阶 对 称 张 量 N( 指 А, AQ, As 都 不 小 于 零 的 情形 ) 还 可 


定义 (N)3 如 下 : 先 把 常 正 的 N 变换 到 主轴 形式 ,把 NN 看 成 是 张 量 (N)3 的 2 次 等 , 即 在 主轴 


Ж F(N)2 具有 如 下 形式 的 对 应 矩阵 
" 56 . 


(2.4.6) 


0 0 м2; 

再 把 它 变 撞 到 原来 的 坐标 系 ， 即 可 得 (ND) 在 原来 坐标 系 下 的 九 个 分 量 。 在 这 里 对 主 值 开 方 
后 都 取 正 值 ,这 样 (N) 是 惟一 确定 的 , 且 保 持 常 正 性 质 , 它 的 对 应 矩阵 可 写成 v NN。 

对 称 二 和 阶 张 量 的 标准 型 的 应 用 是 很 儿 的 ,下 面 举 几 个 例子 。 

例 2.5 连续 介质 力学 中 最 常用 的 应 力 张 最 so, MERKE в 等 都 是 对 称 二 阶 张 量 .从 本 
节 的 分 析 可 知 , 对 于 三 维 空间 中 任意 的 应 力 ( 或 应 变 ) 状态 ,必定 都 存在 三 个 互相 正 交 的 主 
方向 ,在 此 方向 上 ,只 有 正 应 力 ( 或 正 应 变 ) ,而 设 有 前 应 力 ! 或 前 应 变 ) ,把 它 称 为 主 应 力 (或 
主 应 变 )。 

例 2.6 前 面 例 1.11 中 已 证 明 惯 性 矩 张 荐 了 是 对 称 二 和 阶 张 量 。 任 取 一 组 3 个 正 交 标 准 化 
基 , 了 的 6 个 分 量 (3 个 惯性 窍 和 3 个 惯性 积 ; 随 坐 标 轴 旋 转 而 变化 ,必定 存在 3 个 惯性 主轴 廊 
疝 , 此 时 刚体 对 于 这 3 个 轴 的 惯性 积 汶 坚 。 

例 2.7 设 二 阶 对 称 张 量 N ИУ 


3 -1 O 
м] = | -1 з 0 
0 0 


KESER ЕЁ 27 e ЕА ЭН Sr EE КАРЕ, ШЕЕ ЗЕ ЖШ ЖЕ rb BJ XJ E E£ 
LN; ] 是 对 角 阵 。 
Ш 先 求 三 个 主 不 变量 
L = X, =3+3+1=7 


I, = LN, = мл 


= №№ + ММ + Мам, - Мо Ма — Ма Ny — Му, М 
= Зх 3+3 х1+3х1-(- 1-1) = 14 
Ш, = Зе № = 9-1 = 8 


PEAREN IE 
А Ia? + HA - My = O 
即 
' АЎ — TA? + 14А -8 = O 
解 以 上 方程 得 3 个 主 值 为 


A = L. А= Ж, A; = 
再 求 3 个 主 方 向 ,由 式 {2.3.4) 有 


Жый i о а 0 
„ЖО 
0 о 1-4-1, 0 
HFA = 1 
+ 57. 


注意 到 n + п + л? = 1, 解 得 


п?” =0, зы” = 0 1921 (RES) 
И EN HH 
ег = е; 
同 理 可 得 
е; a ‚© e; 
(REFS) 
. 2, _ 2 
2 = I ёі 一 2 fz 
ух FE sk in Г rH Ла е Е ЭШ ЖЕ ñ ЧЕ БЕЯ УЗЕ ЧА | 
x Xr xs 
— | д 
| xi 1. o | ч ыы] 1 
| xz С Е O 
| ‚Е РР, s 28 . ] 
А „2 2 
| “di №№ № 
由 式 {2.2.9b) 可 得 
0 0 1) #2 42 
2 Ууз 3 wt Hl 2 т 
[N] -] 2 2 | з о) 2 B 
J2 р) 0 от 2 772 
э -5 j го о 
Е ЕРНЕУ pa Es 
у о 0 
ЕРИ а А5 ] 
оо д, 
#2.8 OETH B ВЛ E EE 
3 2 O = 
[8,1 = Ë 3 ° 
оо 9 
zÈ B KFFB, 
解 先 求 其 主 值 ,由 式 (2.3.6b) 有 
2 0) | 
| 2 ЗА 0 | = 0 
Го Ü 9-a] 
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展开 之 ,得 
(3— AX2(9. А) —4(9 — A) = 0 


[(3- AX – 4](9 — A) = 0 


À, = 1 
Аз = 9 
在 主轴 系 中 , 吾 的 对 应 矩阵 为 标准 型 对 角 阵 , 基 
торо 
Гв; 1 = fo 5 | 
оо 9 


РЕНО ВЗК ОСЕ А, ,А,,А, 都 不 小 于 零 ) РЕ ХУ В, РЕН РАНЕЕ 
式 的 对 应 矩阵 , 即 式 (2.4.6) 


va 0 0 I 0 O 
[Ив] = 0 Ш 0 |= обо 
0 0 мА, оо 3 


ЯКА B 在 原 坐 标 系 中 该 如 何 表 达 昵 ?因为 в В ХРА ИН ВО, U F ГО 
R B 的 三 个 主 方 向 。 


对 于 А} = Е, Я 
3-1 2 о Пт" 0 
№ 3-1 Еа 
0 О 9-1 лі? 0 
El! 
2 ом” 0 
2 2. Q п) = О 
о о 3 п? О 
8845 
п? _ н? пб) = 0 
考虑 到 
nt + п?” + na 1 
PTL 
2 
п? = Ё 
/2 
пі? = 一 Ба 
пі? Ü 
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间 理 ,对 于 А, = 5, 可 以 解 得 


m _ 2 
2 
w _ 2 
2 2 
ni” = Ü 
对 于 Аз = 9, 可 以 解 得 
по) = 0 


这 样 .主轴 系 олу x; хз 与 原 坐 标 系 or xxxs 之 间 的 转换 关系 矩阵 由 式 (2.4.3) 为 


Z Zo 
2 2 
А = [а] = /2 УЗ 
2 2 
o 0 1 
所 以 由 式 (2.2.9b) 有 
ИВ = АТУВ'А 
@ о 2 402 0 
2 2 lI о 0] 2 -> 
- a G ооа в, 
© 2 2 о о 3 2 2 
0 о І 0 0 1 
565 +10) 4605-1) 0 
т |5605-0 4605+11) 0 
0 0 3 
2.5 ”二 阶 反 对 称 张 量 
2.5.1 ЖУ 
设 呈 是 一 个 二 阶 反 对 称 张 量 , 则 一 定 满足 D = - D.。, 车 设 此 二 阶 反对 称 张 量 D = 
Dei e; , 则 其 分 量 必 有 D; = 一 ao 其 对 应 矩阵 D = [ D; ] 满足 P = — D RAS НН 
阵 
0 Do Da 
D = СЕЕ 0 "i (2.5.1) 
р. в. 0 


其 中 


Dy, = – Р, Da =- Dy Da =- Dy 
由 此 可 以 看 出 ,二 阶 反对 称 张 量具 有 3 个 独立 的 分 量 。 显 然 ,在 坐标 变换 下 ,二 阶 反对 称 张 量 
的 反对 称 性 保持 不 变 。 
Бе Каа D 所 对 应 的 线性 变换 满足 
2`и--н-8 (2.5.2) 


АР, и 为 任意 矢量 。 
证 明 式 (2.5.2) 左 端 


D- u = Р ;е;е; * Hy Ë; 


= Эльбде, 
= Ве. (2.5.3) 
而 它 的 右 端 
-H-D = 一 Hig - Пее; 
= 一 ие; 
= 一 Ба, 
AA D 是 二 阶 反 对 称 张 量 ,所 以 有 
所 以 它 的 厂 端 和 左 端 相等 , 即 
D - u =— u- D 
2.5.2 反对 称 二 阶 张 量 的 反 偶 矢量 
EX RẸ w 与 五 之 间 满 足 
w=- ‚в : р (2.5.4a) 
或 w, =- ару (2.5.4b) 


ЙК w БСТ BY D HERRE ЕЕЗ _ w 称 为 D йз E g. 
芭 对 称 一 阶 张 量 也 可 以 用 其 反 偶 矢量 表示 为 


Р -- g£. w 或 D; = 一 £a, (2.5.5) 
ЖЕ D 对 柱 一 矢量 w ЕЕ D 的 反 偶 矢量 w 与 & ВУ 
Эз и WxH (2.5.6) 
特别 当 и = w 时 ,有 
D. w = 0 (2.5.7) 
下 次 加 以 证 明 。 先 看 看 反 俩 矢量 w 的 分 量 表达 式 (2.5.48) 
w=- Je Э =- 3 eneee, : П.ё, 


1 
= - 5 EaD бб е, 


= — 4 Юе, 


- f> 


PH J 


ЭЕШЕННӉ 5 (2.5.5), 
-в-м=-а: (-Л1а:Р)} = 5в- (a: D) 


1 
те, " {едВре, ) 一 T Є a Da, e e, 


1 
ЕЕ Рае = 7 Saat a Dae,e,, 


! 
|= юре |= 


ёа Da ee, = OA 一 Sad } Dalla 


u 


= I (8б Р, 一 GDa ) ее, = А (р. 一 Do) Eiln 


= 去 [Du - Бе = В.) ёе. 
= Dere,, 
显然 它 等 于 式 (2.5.5) 的 左 端 五 ,所 以 
D =-=в-ю 
再 证 明 式 (2.5.6), 它 的 左 端 由 式 (2.5.3) 有 
D- u = Бие, 


ERAMA 
мхи = (- Зе: р) х u = - T sabe, x ма, 
1 1 
= – y SaDatuSu e, = 一 > вые „Ваше, 
= 一 T Bo Dawien = 一 +C, 一 д.д ) Dau, Jen 
=- (06. Da 一 Smug) En 二 一 T+ Dat 7 Быль ) en 
二 一 i- Вили: – Dauu len = – е Duti) Em 
= Due, 


显然 , 式 (2.5.6) 的 两 端 相 等 , 即 
P u = W x # 
特别 地 , 当 u = м, (2.5.6) НЕ (2.5.7) 成 立 
Р-н = OÜ 
上 大 土 面 的 分 析 可 以 知道 ,对 于 三 阶 反 对 称 张 量 D 来 说 , 反 侦 矢量 w ЕЕ, Е 
可 以 纵 出 二 阶 反对 称 张 量 D 的 全 部 信息 。 
下 面 我 们 再 来 看 看 反 偶 矢量 w 的 三 个 分 量 , 由 式 (2.5,4b) 有 
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t =- (рь _ Dy) =- 11рь - (- Ba) ] =- D; = Dy 
W = — $ (D, 一 Da) = 一 Lipy 一 《一 Юз} ] 三 一 Da = Оз (2.5.8) 
toa 一 一 2-0» 一 Ва} 一 一 去 [Du 一 (- Do] = 一 Du = Da 


2.5.3 ”二 阶 反对 称 张 时 的 主 值 . 主 方向 和 主 不 变量 


(2.5.8) 和 式 (2.5.1) .二 阶 反 对 称 张 量 D 的 对 应 矩阵 可 以 用 其 反 人 矢量 w НУР 
来 表示 ,这样 D 的 对 应 矩阵 可 写成 


Ü 一 W3 и 
p = | w3 Ü _ | (2.5.9) 
一 tu; t, о 
С ЕКВ D 的 3 个 主 不 变量 为 
Í, = “Р = 0 
Ip = T (D.D, - D,D) = ww, = ш + ш + 3 = w - w = jw]? 
ША = detD = Ü 
从 而 已 的 特征 方程 为 
a + |]|w]'A = 0 (2.5.10) 


出 式 (2.5.10) 可 知 4 = О DHH EEH., 
再 由 式 {2.5.7) яж, ША = 0 所 对 应 的 主 方向 就 是 D ОЕ и. 
现在 ,我们 取 新 坐标 系 ori ж ®% ,其 标准 正 交 基 为 上 ji ,es ,eg H e, 为 


р w 


е = TwT (2.5.11) 
2320873522 ее. 再 以 是 任意 两 个 与 e, 垂直 的 单位 矢量 , 且 有 e, | е ,在 这 个 新 坐标 
Ж оххх. F, D RIESE w 可 设 为 


W = ме; = илер + wieg + ые 
出 式 (2.5.11) 知 
wi 
©з = lw] 
所 以 
ме 
从 而 根据 式 (2.5.5) 计算 出 所 有 的 DÇ , BI 
Эъ =- Въ = — w, = — |! 
Юз =- Вы = ш» = 0 
Da =- Dy = а = 0 


Du = Въ = Ds = 0 
所 以 在 这 一 新 坐标 系 下 ,上 D 所 对应 的 矩阵 为 
= 63 - 


О -Iw| 0 
D = [ D; ] = É 0 o| (2.5.12) 


D 0 о 
它 在 新 标 哥 下 的 并 基 展 开 式 为 
D =- | жіе еу + |wlese’ (2.5.13) 
实际 上 ,出 也 的 特征 方程 式 (2.5.10}) 可 知 , 除 了 4; = 0 D BJ {ҢҢ РД, PEH T R i 
А, ЖА, 为 一 对 共 辆 复数 + | wii, 其 对 应 的 主 方 向 也 是 复数 基 矢 量 , 在 这 一 组 标 架 下 也 可 坟 


把 D 的 对 应 矩阵 写成 对 角 的 标准 型 . 即 


|wli 0 0 
[D] -| 0 = |wli i (2.5.14) 

0 0 0 
而 经 过 适当 的 方法 可 以 把 它 化 为 实数 形式 的 标准 型 ,如 式 {2.5.12) 所 示 。 具 体 的 方法 在 这 里 
就 不 细 述 了 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 黄 克 智 等 编著 的 《 张 量 分 析 》( 清 华 大 学 出 版 村 .2003 .7. 


P62 ~ 63). 
812.9 БЕ К Г 为 反对 称 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 矢量 w, 恒 有 


©. T+. s = 0 
解 RRE o Tri Ея = 
# = we, 
П ВЗК T RRRA 
T = Ге, 
所 以 
+ тоф = це, > Tye;e, - ше, 
= Табе, с ше, 
= Ге, ` ше, 
= Рудь 
= ВТ 
先 证 必要 条 件 , 即 若 二 阶 张 量 г 为 反对 称 张 量 , 则 
T; =- T; 
所 以 
rs T - p = u; T, = Ü 


这 是 显然 的 ,因为 г, k EE S EER р 


p Tu = viva Го + 050, Ta + 
= vva Т + Т) л» 
= 0 


НЕЕ Е, o- T - o = O Вр 
bab Ta = ъз Tu + т Т. + әта Pa + van Ту + 212 Vo Ta 
+ 2203 Ра + тую, Ta + Va Da Ту + va vs Т 
= ве: Ti + оов Т» + vv, Ты + о (Т + Т) 


+ toal Tia + Ta) + vatal + To) 


= 0 


因为 是 任意 矢量 ,要 保证 上 式 成 立 , 必 有 
Ти = T> = Ts = 0 


To =- Ty 
Ты — Тэ, 
Ту = Ты 


所 以 了 必定 是 一 个 反对 称 张 章 。 


例 2.10 试 证 明 二 阶 对 称 张 量 与 二 阶 反 对 称 张 量 的 内 积 恒 等 于 零 。 


Е 《” 设 二 阶 对 称 张 量 为 А, ДН 


А; = А; 
而 二 阶 反 对 称 张 量 为 召 , 则 有 
B, = – В, 
二 阶 对 称 张 量 А 和 二 阶 反 对 称 张 量 B 的 内 积 可 表示 为 
А,В, 
因为 i,j EERIE, Ну ЕЕ А ВТЕ 
A;B = А.Б, 
考虑 到 式 (a) Ad 可 写成 
АВ, = А,В, 
再 考虑 到 式 (b) , 式 {e) 可 改写 成 
А,В, => А,В, 
移 项 可 得 
2А,В, = 0 
Вр 
A B; = 0 


这 就 证 明了 二 阶 对 称 张 量 和 二 阶 反对 称 张 量 的 内 积 恒 等 于 零 。 
类 似 地 还 可 以 证 明 : 车 三 阶 张 量 C 对 第 一 .第 二 指标 为 反对 称 , 即 


Ca =- Ca 

H 
A;Ca = 0 
同样 ,着 四 阶 张 量 D 对 第 一 .第 二 指标 为 反对 称 , 即 
Du =- Du 

my 
AsDy = 0 


2.6 正常 正 交 张 量 


2.6.1 Жм 


ТОЖЕ О = Qee PT „НН tsak a ОЛЕИН. вр 
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(a) 


(b) 


(c) 


(4) 


(e) 


Q“ = 0. (2.6.1в} 


因为 
o * о! = Í 
所 以 
Q. О-О: Q = T (2.6.1b) 
АШ ВЕК О 为 正 交 张 量 。 
(2.6.1) 可 知 , 正 交 张 量 的 对 应 利 阵 应 满足 


О! = о? {2.6.2а) 
Ар 
00" = ОО = I (2.6.2Ь) 
MAA 
Че О" = dete 
所 以 


Че О - detQ, = (dag) = 1 
ПАПЕ З ЖИТИЕ F A РА ЖЕН 
detQ = det = +1 {2.6.3а) 
detQ = 4е 9 = - 1 (2.6.3b) 
我 们 把 行列 式 值 为 + 1 的 正 交 张 量 称 为 正常 正 变 张 量 ,把 行列 式 值 为 - 1 的 正 交 张 量 称 为 反 
常 正 交 张 量 (或 称 非 正常 正 交 张 量 )- 由 于 正常 正 交 张 量 有 明显 的 几何 意义 ,所 以 我 们 主要 讨 
论 正常 正 变 张 量 。 


2.6.2 正 交 张 量 的 “ 保 内 积 ” 性 质 


正 奖 张 僵 所 对 应 的 线性 变换 ( 即 与 矢量 的 点 积 ) , 称 为 正 变 变换 , 它 具有 " 保 内 积 "” 性质。 
定理 РКЕ Q 对 于 任意 两 个 矢量 & ЯП , 醒 有 其 内 积 不 变 . 即 
(Q-u)- (Q - s) = 下 (2.6.4) 
我 们 用 指标 记 法 证 明之 。 因 为 
Ос и 的 指标 记 法 为 Ои, 
О-о 的 指标 记 法 凑 Ow 
РТА (2.6.4) Е 
С Оше): ( Q. e, ) = Они бы 
= Оби, 
= дам, 


z 


而 式 (2.6.4) ADIRI 


所 以 
{О-и) - (Q o) = + 9 
ШЕЕ КА ОРН ЕВ о 进行 线性 变换 后 . 仍 保持 该 两 矢量 
的 内 积 不 变 , 则 此 二 阶 张 量 @ ЕЕ Е. 
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由 定理 的 证 明 过 程 ,我 们 可 以 把 等 式 的 左 端 号 成 


Q Q uuu 
Шей НТ E pk: 
дч, 
所 以 有 
Q Quu, = дьш, 
亦 即 


( Q, Q, 一 би ми = 0 
ETRE и, о HERH. АТИ ЗЕКЕ БС УУ, — EA 
00. — да = Ü 
ВГ 
050. = д, 
иҗ Б ЛИЕВ Е, 
9007 = І 
这 就 证 明了 @ 必 为 正 交 张 量 。 
保 内 积 性 质 说 明 ,任意 两 个 矢量 u.o 经 正 交 变换 后 的 点 积 ( 又 称 内 积 ) 与 变换 前 的 点 积 
保持 林 变 。 
由 保 内 积 性 质 可 知 , 对 任意 外 量 = 恒 有 
(Q - u) (Q in) = ити 
El 
lQ- ui’ = |ui? 
所 以 
lQ - u|= |z! (2.6.5) 
上 式 说 明 .任何 一 个 矢量 站 经 正 交 变换 后 的 长 度 ( 模 ) 保持 不 变 . 而 且 :假如 任意 两 个 矢量 u, 
之 则 的 交角 为 = ,而 它们 经 正 交 变换 后 的 炎 角 为 2, 则 由 保 内 积 人 性 质 


|@- ullQ -vlco = | |1 | сова 
根据 式 (2.6.5) 有 
{uilvicosB = [а |v} eosa 
PDA 
а = В 
或 写成 у 
(О-и,О-в) = (u,v) (2.6.6) 


АН, ЕРУ Br А fB #®1Е ЖЕ ХЕ} ЯК, 
下 面 再 来 看 看 正常 正 交 张 量 对 基 矢 量 的 正 交 变换 。 


因为 
Q ` e, = Оев е, = Odne: = Que, 
所 以 
Qe = (пе, + Оле, + Ое; 
Q + e, = Чье, + Q> e, + Qa es (2.6.7) 
Q - e, = Озе, + Оле, + Оз es 
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这 样 .经 正 交 变换 后 的 基 矢 量 的 混合 积 


Qu Qa ©з Qn Qn ©з 

10-е Qtee Q- el = | Qu О Ya) = | О» Qn Qa 

Оз Qa ©з Qa Оз Оз 
= det@ = 1 (2.6.8) 

2(2.6.7) 意味 着 8 把 标准 正 交 基 e ЖЕЗ ЗЕЛЕНЕ О. e,。 对 于 任意 矢量 

и = ше + ное, + изе» 
经 正 交 变换 后 为 

О: # = uret- e + и О - ез (2.6.9) 


综 上 所 述 , 正 常 正 交 变换 使 空间 绕 坐 标 原点 作 一 刚性 转动 ( 即 空间 中 任 一 矢量 的 长 度 不 
变 , 任 意 两 个 矢量 之 间 的 夹 角 不 变 )。 这 就 是 正常 正 交 张 量 的 几何 意义 。 


2.6.3 正常 正 疡 张 量 几何 意义 的 解 圣 


我 们 讨论 正常 正 交 张 量 是 如 何 完成 使 空间 作 财 性 转动 的 .为 此 先 介 绍 几 个 引 理 (以 下 说 
О 为 正常 正 交 张 量 })。 
引 理 1 ОЕ мал = 1, 
证 明 EZKE О 的 特征 方程 
А - ІА? + Во — =0 
根据 主 不 变量 的 定义 及 正 常 正 交 张 量 О 的 性 质 易 证 
L, = IL, (2.6.10) 
HERAA Ш = dag = 1, 因 此 特征 方程 蛮 成 
2? Ip + ІА -1 = 0 


化 简 上 式 
(A- a+A+l-AI)=0 
显然 4 = 1 是 Q 的 单 重 主 值 。 
引 理 2 ”只 要 适当 选取 新 的 坐标 系 ox =; x; , 必 可 将 四 关于 该 坐标 系 的 对 应 矩阵 @ 化 


eos — sinf 0 
© = Е созб ° (2.6.11) 


0 0 1 


Я 


Нов < м. 

证 明 20 = 了 时 ,对 应 第 阵 为 单位 阵 , 即 对 应 于 式 (2.6.11) 中 g = 0 的 情形 。 

= Q 了 时 ,由 引 理 1 可 知 ,4 = 1 是 8 的 单 重 主 值 ,对 应 于 = 1 主 值 的 主 方向 可 表 
示 为 一 个 除了 标量 因子 外 的 单位 矢量 ,并 设 这 个 单位 矢量 为 ,现在 做 新 坐标 条 oraaa a, 
它 的 标准 正 交 基 为 e1 ,es ,es ,并 且 令 ез = roit Q 关 于 该 新 坐标 系 的 对 应 矩阵 为 


Qh Ob Qi 
g = P 05, A (a) 
©з 0 0» 
由 式 (2.6,7) 有 
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е = Оте + Оше» + Qnes 
‘es = Qaei + Озше» + Оше. (b) 
е = Que, + Оъе + Qaes 
由 于 现在 е; = ГЕО 对 应 于 4 = 1 的 主 方 向 ,所 以 一 定 有 
Q - 25 = Деу = ез 

对 照 式 (b) 中 的 第 三 个 式 子 , 易 知 

Qa = О» = 0, Оз = 1 (е) 
因为 e e, e; БЕЗ, ЯН РЕЗ 1E2ë sk В 4 ARE , Z IF ЗЕЯ JS BS T" ВЕ Н SE 
BERTE, ЛЛ O- et. Q - ез, 0+ еу В SAB IE2 , ВН Аж, А 
(0-е): (Q - es) = 0 (d) 


© бб 


由 式 (b) ,可 得 
Qu Оз + Q; Qa + 0 03 = 0 
JER Ce) 代入 , 则 得 
ә = О (е) 
同样 由 于 
(Q - е1) - (9-е) = 0 (f) 
由 式 (B) ,可 得 
Qu Qua + Оз О» + Оз Оз = 0 
З (с) 代入 , 则 得 


Оз = 0 (g) 
#4 @- е, 关于 д 畏 的 方向 余弦 为 cos, MEF хь HARAR А sing, Н СЬ) 可 知 
Он = cos 
О. = sin (0 < й < 2x) (h) 
及 因为 全 :ei 与 如 es; 正 交 , 如 图 2 -1 所 示 ,Q: е5 25 х, Sh 
的 方向 余 缠 为 - sin8 ,而 它 与 x“, НАУ ЕЯ 2 созд ,对 照 式 2-е: 
(b) 可 知 
Q: = - sinf ° x: 
О = созд (0 < 0 < 2л) (i) 
RA Q 关于 新 坐标 系 ол хх АХ] ДУН [БЕЗ ( а) ,就 得 到 
cos? — эт? 0 
Q = Ë cos ] xt Ое 
0 о 1 


引 理 2 说 明了 :着 O = 7( 对 应 9 = 0), 则 表示 恒 等 变 换 , 即 27 о 


空间 不 变动 ;车 О x 了, 则 由 式 (b) =з Q@ - e”, = e, (SË Q@ - r = r), 意 味 着 当 正 交 变 换 
时 ,过 原点 与 了 平行 的 直线 是 不 动 的 .再 由 式 (b) 的 第 一 、 第 二 式 可 以 看 出 .空间 绕 此 直线 转 
ЧОТ Q BE, 
在 坐标 变换 下 , 主 变量 是 不 变化 的 , 故 由 式 (2.6.11) 有 
L, = Оз + О» + О» = Qu + ©» + Qh = 26089 +1 
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所 以 


сой = da1 (2.6.12) 


FEE EIER (2.6.10) RE ТЕЗЕ НО > НОА PF лт, HER yE PEJE 
如 式 (2.5.11) ,那么 由 主 不 变量 的 定义 式 (2.3.8a') #154 (2.3.8Ь’) 可 得 


То = Qu + О» + ©з = сов + cos8 + 1 = 2cos0 +1 


О Оз О, Qa О # 
Пе = + + 
Оз Оз О Ün Оз» Оз 
cos 0 cosd sing cosg ° 
= Ü 1 — sinf cos Ü 1 
= ©0898 + сов @ + sin @ + созд 
= 20050 + 1 
所 以 对 于 正 变 张 量 有 


EËHZÚ(2.6.10) 成 立 。 
下 商 再 来 看 看 正 交 张 量 反对 称 部 分 的 反 偶 矢量 在 正 交 变换 中 的 地 位 与 作用 。 
我 们 把 正常 正 交 张 量 Q 分 解 成 对 称 部 分 与 反对 称 部 分 之 和 , 即 


Q= Z(0+0)+2(0-0)= м+р 
起 中 
= (O +O) 称 为 O 的 对 称 部 分 
D = 500 - Q) ЖЖ Q вых 
引 理 3 对 于 正常 正 交 张 量 О, Юр x 0, 则 


w =- -£2 (2.6.13) 
Ома = 工 的 主 方向 ,并 且 对 和 任何 与 > 正 交 的 非 零 矢 量 w, 恒 有 以 下 混合 积 
[u Q. u w] >O (2.6.14) 


证 朋 “证明 式 (2.6.13) Е є: О = є&: р» 
# N 为 对 称 张 最 , 则 м, = Ngo 
Е: N = Entree: : А ее, 
= М дб е, 
= Ем Мае; 
下 是 一 个 矢量 ,而 矢量 的 三 个 分 量 , 对 于 e 项 
Em № + Em № = Эз — № = О 
EE е, ез WEAF, ,所 以 


而 
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# D = 0,ËBli @ < Q... UUA Q „ I ВБ 2, ОЕ ЧАК РН НОЕ РЕ 
式 (2.6.11)。 而 式 (2.6.13) 是 不 变性 记 法 下 的 等 式 ,对 任何 坐标 系 都 应 成 立 , 所 以 我 们 只 项 
在 新 坐标 系 下 证 明 即 可 。 
w = – s 2 = 一 T (ерее; : Quete, ) 
=- TOREA N ) 


=- (еде!) 


45% (2.6.11) 有 

w, = Fleis Oa + в Фа) = 0 

w, =- "(єз Qa + єз Оз) = 0 

tes =— Lein Фа + єз QA) = — te- sind — sinĝ) = зіпб 
所 以 


w = этпе 
而 由 引 理 2 知 ,es 是 Q 对 应 主 值 ”= 1 的 主 方向 ,所 以 愉 上 式 可 看 出 ,w о 对 应 于 A = 
IÉ ERK B ESKE Q 反对 称 部 分 的 反 个 矢量 w 是 对 应 于 主 值 1 = 1 ЗЕ EJ. 
РАННЕЕ 3 中 的 混合 积 。 设 非 零 矢量 и 与 w E, Ep 


ни 0 
иш + изю + щи = Q 
хж 
wi = w = 0, 05 = О 
所 以 
и = 0 
м = иле + и е5 


而 由 式 (2.6.11) 有 
Ози = Оше! 
= (Ои + Qu + ©зше, + (Qh ul + Oguz + Qul yes 
+ (Озщ + Оши + Озше, 


= (110080 — u;sin0)e' + (из + us cos) е» 


所 以 其 混合 积 
| и u; о | 
[u Он и = | 51 созд ~ 12910 uising + и“ соѕб Ü | 
| 0 0 sing | 


uit uisind + ucos0)sin0 — ш; Сил cosh — missing)sing 


* 7i ` 


= [(u: 2 + (ы)? 1520 = [в [229 
BF D = ОНА sing > О, ВТІМ w НЕК, k SR EBE Т (2.6.14) 成 立 。 
对 于 式 (2.6.12) ,我 们 一 般 到 其 主 值 , 即 


8 = arccos 1057-1 (0 < 80 < x) 


综合 以 上 三 个 引 理 中 分 析 的 结果 ,我 们 知道 , 当 D yx 0 时 ,对 应 主 值 = 1 的 主 方向 w， 
与 w 垂直 的 非 零 笑 量 上 ,在 正 交 变换 下 变 成 矢量 Q u, KE z FO и 的 义 积 再 与 w 点 积 
必 大 于 零 ( 即 式 2.6.14) ,这 就 意味 着 从 w 的 正 疝 回头 看 ,空间 在 正 交 变换 下 绕 不 动 的 直线 
САПА ТЕ w 平行 的 那 根 直线 ) 技 道 时 钾 方 向 转 过 了 0 80. B. 0 < 8 < т 

р = он, ГО = 昌 ,. 这 时 可 能 出 现 两 种 特殊 情形 。 


1. O 的 相应 矩阵 为 
1 O O 
ШЕ 
оо! 


此 时 相当 于 站 = D.,cos = 1,зш@ = 0, аз [н] Дх эй ө ТН а k. 
2.0 的 相应 给 阵 为 
- 1 0 0 
| 0 -1 i 
0 0 -1 


此 时 相当 于 9 = к, совй = -1,sing = 0, РЕ НН] = fB. 
e: 


最 后 ,我 们 把 三 个 引 理 归纳 为 一 个 定理 (注意 r = е; = Жы =- 号 和 „. ELD), 
定理 。 对 于 正常 正 交 张 量 О, Р „ 0, 则 9 把 空间 绕 单 位 矢量 


r=- 210 =- кю (O <:8 < я) (2.6.15) 
道 时 针 方 血 转 过 Э.Н. 
Ө = arccos Че! (Q < 8 < x) (2.6.16) 


34 D = 0 时 ,有 如 下 两 种 特殊 情形 : 
1.2080 = 1,8 = О, НГ О = ГНА, 
2.с08й = — 1,0 = x Н O 35 8] 6 Е п Но 


27 二 阶 张 量 的 分 解 


2.7.1 二 阶 张 量 的 加 法 分 解 


对 于 任意 一 个 二 阶 张 量 工 = Тее. И 以 进行 对 称 化 与 反对 称 化 运算 ‚ВИН TIET 
构造 下 式 
N = 2 (T+ T.) (2 7 нау 
А Т2 ` 


Ф = AT- T.) (2.7.2a) 


其 分 量 表 达 式 为 


= 
li 


(T; + T,) (2.7.1Ь) 


9, = (T, - T,) (2.7.2Ь) 


HER КЕ Е РЕК Btyk BL ВОВЕ ЛТ БЛП ,任意 一 个 二 阶 张 量 了 都 可 以 分 解 为 一 个 对 
称 二 阶 张 县 与 一 个 反对 称 二 阶 张 量 癌 , 式 {(2.7.1) 和 式 (2.7.2) 惟 一 地 确定 了 六 与 2, 故 张 
量 的 加 法 分 解 是 惟一 的 。 

一 般 的 二 阶 张 量 了 具有 9 个 独立 的 分 量 ,而 二 阶 对 称 张 量具 有 6 个 独立 的 分量 ,二 阶 反 


对 称 张 量 只 有 3 个 独立 的 分 量 。 
通常 ,对 于 对 称 二 阶 张 量 和 N, 还 可 以 进 -- 步 分 解 为 球形 张 量 Р ББ ЕШ Р, ЫП 
N = P +D (2.7.3) 
这 样 
T=-N+QO- Рр. О (2.7.4) 
其 中 ,球形 张 量 为 
Р = P,e,e, = 1. LG = 3 1,Š,e,e; (2.7.5a) 


球形 张 量 只 有 一 个 独立 的 分 量 


1 м; 
Р, = $ 155, = + LA, = Fa м Чї-/ (27.55) 
о, му 
球形 张 量 的 三 个 主 不 变量 为 
I, = І, = Ім 
П, = 301,7 
П = 5 F, (2.7.6) 


显然 ,球形 张 量 P 只 有 一 个 独立 的 不 变量 ,日 其 第 一 主 不 变量 I, 就 是 对 应 的 对 称 张 量 N 或 
任意 二 阶 张 量 工 的 第 一 主 不 变量 .球形 张 量 的 3 个 主 分 量 均 相 等 ,空间 任 一 组 标准 正 交 基 都 
是 球形 张 量 的 主 方向 。 
P, = P, = P, = i L, = (Ns + Na + Na) (2.7.7) 
ЖЕНКЕ р 为 
D = Dee = (№ ~ Р.) ее; (2.7.8а} 
其 中 


1 
| 当 = у 


Nj, 34 L = У 
{2.7.85 
偏 斜 张 量 的 9 个 分 量 除 满足 对 称 条 件 外 ,还 应 满足 其 第 一 主 不 变量 为 零 的 条 件 , 故 只 有 5 个 
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独立 的 分 量 。 其 3 个 主 不 变量 为 


L, = 0 (2.7.9a) 
I, = HW, - + Т, (2.7.9b) 
Hl, = My -4 iv II, +57 Tn) (2.7.9с) 
显然 МЕРЕ p 只 有 2 个 独立 的 不 变量 。 偏 斜 张 量 的 特征 方程 为 
a + ША - Ш =0 (2.7.10) 


WEEKE р ЮУ УБЕ ИЖ УК ЕК N 的 主 方向 。 
842.11 二 阶 张 量 的 加 法 分 解 在 连续 介质 力学 中 的 应 用 
在 小 变形 的 连续 介质 力学 中 ,加 法 分 解 的 物理 意义 十 分 明显 ,例如 可 以 把 位 称 梯 度 分 量 
分 解 为 应 变 张 量 = 和 旋转 张 量 О 两 部 分 .其 中 应 变 张 量 в 是 对 称 张 莫 , 它 表示 线 天 的 纯 变 
Ж ,而 旋转 张 量 42 是 反对 称 张 最 ,车 其 反 偶 兴 量 为 w, 册 对 于 什 意 矢量 u, O 所 做 的 线性 变 
换 为 
{ци = Wx H 
在 小 变形 情况 下 ,上 式 表示 线 元 绕 52 НЗ ИЖЕ ЕН Q RARE w A 
此 ,在 小 变形 问题 中 ,位 移 梯 度 张 量 通 过 加 法 分 解 为 一 个 反映 纯 变 形 的 张 量 和 -个 反 暴 刚体 
转动 的 张 量 。 
例 2.12 已 知 :4 为 二 阶 张 量 ,@ 为 任意 正 交 张 量 , 对 于 一 切 О, УОН 
Q A-O =A 
ИРЕН А 为 球形 张 量 。 
证 明 ИКЕ А 的 对 应 矩阵 为 
Ац Ay Aiz 
А = Ё А» к: 
Аз Ax As 
第 - 步 , 先 证 明 А 是 对 称 张 重 ,因为 @ 是 尾 意 的 正 交 张 量 , 故 取 关 于 ол, х. 平面 的 镜面 
БЕЙ], НЕ 
-1 00 
Ө = | 0 1 ° 
0 О 1 


这 样 Q - À - О, 写成 矩阵 形式 为 


一 I Ü O Ап Aiz Аз = 1 О O 
о 1 Ol| Aa An» An | о 1 i 
© 0 1-04, А, А, О 0 i 


А 7 Ар 一 Ав 
= 一 Ал А Ам 
一 Аз, Аз Аз 


руг! 


Q A: O = А 
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АРА 


An =— Аъ = Ө 
Аз = ~ Аз = 0 
An =- Аһ =0 
Аз =- Аа = О 


因此 A 的 对 应 第 性 变 为 


Au 0 0 
А =| 0 А Agn 
0 А Ay 


1 Ü Ü 
onfa e 
0 6 1 

这 样 О-А- О, 写成 矩阵 形式 为 


i о А. 0 0 1 оо 
0 -1 О| О д, АО -it i 
0 0 HLO А, А ИО О 1 


An O 0 
19 An - Аһ 
0 А, As 
因 为 
Q -A-Q = А 
所 以 必 有 
Аз =- Ax = 0 
Ар = - Ax = Ü 


国 此 А НХЛ kb [ГЕЛЕ 为 


即 证 得 了 А 为 对 称 张 量 。 


第 二 步 ,再 证 明 A 为 - -球形 张 量 。 若 取 Q 2128 x, 轴 顺 时 针 转 过 90° 的 变换 , 则 的 对 应 
矩阵 为 


这 样 Q A- Q. ЗНУ 


© -1 Od 0 оро го 
1 о оо д, 0 区 ° 
оо lo о Asio 
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因为 


所 以 
Ац = А2 


ПНЕ O 5096 x, ЗАМЕНЕН 90° 的 变换 , 则 О 的 对 应 矩阵 为 


10 о 
o -fo o “| 
0 1 0 
这 样 Q - А: О, 写成 矩阵 形式 为 


1 0 olf Т 0 0 1 о 0 
fo о - | 0 А» Q Ü O 1 
D 1 0 0 Ü Ам1-О -1 0 


Ан Ü Ü 
=] 0 An Ü 
О 0 An 


因为 

О А. О, = А 
所 以 

А» = Á, 

至 此 证 得 了 

Ан = А» = Аз 
所 以 А 为 一 球形 张 时 。 

例 2.13 已 知 :二 阶 张 量 = 
T=- Lee, la +УЗе»е; — сле + Зее, 

АРЕНЕ. 


# ”任意 一 个 二 阶 张 量 都 可 以 分 解 为 一 个 对 称 张 量 м 和 一 -个 反对 称 张 量 吕 ,由 式 (2. 
7.la) 和 式 人 2.7.2a) ,用 阜 阵 形式 运算 РЕ В ЗЫ 


[N] = (T + Т") 


ғ 1 1 Уз 
1 3 ~ +3 9 кар кл. з" 
1 72 72 о — 2 4 
72 +| s3 _ УЗ 
“3 -1 0 5 ро i _1 0 
0 0 3 Ü Б с S 
反对 称 张 量 为 
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1 _ 0 - + 3 0 
1a der- тә = 1 2 2 -| 3 
Lel = = | д -1 o |-F -10 
0 0 3 0 o 3 
34/3 
О - 4 О 
= | 5/3 
= O O 
0 о 0 
РН ЕЗЕШ N ,还 可 以 进一步 分 解 为 球形 张 量 P НКЛ D , El 
N = P + D 


其 中 球形 张 量 P 由 式 (2.7.5b}) URRA 


p [5% + А + Мы) =-[{-з)+(—10+3]= 5, q = у 
О . 


P$ i> j 
所 以 其 窍 阵 表 达 式 为 
5 оо 
1 
ГР) = [0 о 
' 
Ü 0 > 
ТК: 五 为 
D = N-P 
ЊЕ Я 
[D] = [N] - [P] 
Г 1 
-4 B 0 3 0 9 
_ = _ 2 
| 2 -1 O 9 > | 
го о 3 о о 5 
— 1 B 0 
_ | 3 3 
4 2 0 
o о 5 
ЯН РАЗН T BEET EJ Е 
球形 张 量 
P = Alee, + ÊE, + ее.) 
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ФФК 
V 73 3 5 
D =- ме, + Fee, + 4220, geet > faë; 


反对 称 张 量 
3⁄3 3⁄3 


R =- 4 © Ea + Зее, 


2.7.2 二 了 罚 张 是 的 乘法 分 解 ( 极 分 解 ) 


在 连续 介质 力学 中 进行 大 变形 的 几何 分 析 时 ,需要 对 变形 梯度 张 重 进行 滋 法 分 解 ( 极 分 
RE) o 
定理 ЕЖЕ ТИНА КЕЛЕКЕ О 与 一 个 正定 对 称 二 阶 张 量 
U # y 的 点 积 
т-о-в (2.7. 11а) 
T= V: O (2.7.11Ь) 
通常 把 式 (2.7.11a) 称 为 右 极 分 解 , 式 (2.7.11b) 称 为 左 极 分 解 。 
证 明 我们 用 矩阵 表示 法 来 证 明 , 于 是 式 (2.7.11a) 和 {2.7.11b) 分 别 表示 为 


T = OU 
T- vQ (а) 
只 需 证 明 以 上 两 式 成 立即 可 。 
把 矩阵 工 看 镍 以 下 线性 变换 的 系数 矩阵 
取 式 (b) 的 转 置 | 
[х1 = [= іт (с) 
HAC) (e) ‚И {у Же е в ЖА БЕ 
[ж [жр Т = [а TETU x, J" | (4) 
因为 当 [ x; J = 0 时 , 即 椒 是 零 和 撩 量 时 , 式 (qd) {Н AE м 
(ТУ = TTO = TT (e) 
ЖЕЙ T' ЕАО КИЕ oE ,我们 可 以 定义 ТЇ r 的 二 kE, Ф 
U =s TT (D 
U ИТН EF, Вр 
rr -=- v 交 -地 (2.7.12) 
我 们 再 定义 
О = ти (=> 
则 由 式 (g) (В 知 
ОКИ TTU ' -UU = ү (h) 


式 (h) 表明 Q РЕЗОВ, ,从 而 
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БЇ ҖЕТЕ ЛЕВЕ ATLA 
О- U = T- U`. U = T- I = Т 
ИЕНА T Аз 5453 ЖЕ L E А, ЕЖА Т U 的 计算 公式 。 
下 面 证 明 惟 一 性 。 假 设 存在 另 一 种 分 解法 了 = Обь, НН О, 是 正 交 阵 , U, 是 正定 对 称 
РЕ J E: 
U, = О Т = ОТ (1) 
ба = (ТУ = ТО, (3) 
所 以 
Ui = UU, = ПОСТ = T'T = D° 
由 于 U, 也 是 正定 的 , 故 必 有 


U, = / TT = U (k) 
及 有 
О. = TUs = ТО! = О (1) 
这 就 证 明了 右 极 分 和 解 的 惟一 性 。 
在 极 分 解 可 以 这 样 证 明 。 令 
V = QUQ ` = рио" (m) 
НЕЕ, V 也 是 正定 对 称 的 。 
由 式 (m) Ж 


VQ = QUQ`Q - QUI = QU = T 
因此 
T= Vo (n) 
眠 而 得 证 ,由 式 (m) ЖД 
У = QUQ 000 = ( @U)(UQT) = ТТ" 
这 表明 
V=v TT (о) 
Вр 
= ИТТ, (2.7.13) 
(2.7.13) 给 出 了 的 求法 。 当 然 也 可 在 算出 了 U ЕН (та) 计算 出 ,从 而 得 у. 
至 于 丰 极 分 解 惟 一 性 的 证 明 , 可 以 用 完全 相同 的 方法 给 出 。 
BRAA 一 种 分 解法 T = VQ,, 其 中 О, BEZE, V. 为 正定 对 称 阵 。 于 是 
V, = ТО! = ТО! 
У; = (TQIY = Q, Tr 
所 以 
vi = V. ví _ Ta Q, т = TT = y? 
由 于 V, 也 是 正定 的 ,所 以 


V, = TT = V 
тЇ 
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Q = ҮГҮТ = УТ = Q 
这 就 证 明了 左 极 分 解 的 惟一 性 。 


2.8 各 向 同性 张 量 


我 们 知道 , 绝 大 窗 数 张 量 的 分 蔓 经 过 旋转 党 标 变换 ( 即 从 一 个 正 变 笛 卡 尔 汲 标 么 变 到 另 
一 个 正 交 第 卡尔 坐标 系 ) 后 将 改变 其 值 -例如 有 一 个 矢量 u, ЕЛЕ ол ход 中 的 分 
量 为 (ai ,0,0) ,现在 作 这 样 一 个 旋转 变 摘 :保持 z, 轴 不 动 ,让 x, ,xs НН x, ИШ РЕ АВЕ Эх 
ЖЕТЖ ЛАТ [Н] ПЧ Е ЕЕ Хх, = я, =, я’, = wo 所 以 矢量 在 新 坐标 系 中 的 分 
量变 为 (- и, ,0,0) ,显然 ,只 要 u 不 是 零 和 撩 量 ,站 新 老 坐 标 系 中 的 分 量 值 不 等 ,我 们 称 这 类 张 
量 为 各 向 异性 张 量 .但 也 有 另 一 类 张 量 , 其 每 一 分 量 经 旋转 坐标 变换 后 森 改 变 其 分 量 值 .这 
类 张 量 我 们 称 之 为 各 向 同性 张 量 。 例 如 标量 .单位 张 量 8 .置换 张 量 sw 等 都 是 各 向 同性 张 
量 。 

各 向 同性 的 名 词 来 源 于 物理 ,物理 中 的 某 些 量 常 常用 张 量 来 表征 。 例 如 弹性 系数 张 量 
си 是 一 个 四 和 阶 张 量 , 它 的 第 一 个 分 量 ci 表示 x, 轴 方 向 的 轴 向 拉 伟 弹性 系数 。 当 原 坐 标 系 
旋转 到 新 坐标 系 од’, eax 时 ,如 果 eu = enu, BE x°, 轴 方 向 上 的 拉 伸 弹性 系数 都 维持 x， 
轴 方 麻 上 的 值 不 变 , 那 么 这 样 的 弹性 体 对 拉 伟 来 说 就 是 各 疝 同性 的 了 。 各 向 同性 张 量 的 名 词 
就 是 借用 .上 述 的 物理 概念 。 


2.81 ЗЕМ 
жг n ИМЕ Е КЕ 


H = Hy..see oe 
的 每 个 分 量 都 是 任意 旋转 坐标 变换 下 的 不 变量 , 即 
Нк = Ну (2.8.1) 
则 称 这 个 张 量 Н 为 各 向 同性 张 量 , 其 中 Hi, 是 在 任意 新 坐标 村 下 的 分 量 。 
根据 定义 可 知 ,标量 都 是 各 向 同性 的 ,矢量 除 零 矢量 外 都 是 各 向 异性 的 。 本 节 主 要 讨论 
关于 二 阶 `、 三 醒 和 四 有 阶 各 向 同性 张 量 的 形式 。 
首先 讨论 对 各 向 同性 张 量 都 适用 的 一 个 重要 定理 。 


2.8.2 置换 定理 


ÉE ox) x> х3 为 老 坐 标 系 , 若 要 求 经 旋转 变换 后 的 新 坐标 系 оху хх. 同 老 坐 标 系 完全 重 
合 , 则 只 有 如 下 两 种 可 能 : 
txi = 4,45 = XN = д; 
2.51 = Жу,®, = £1, = до 
对 于 各 向 同性 张 量 ,如 二 阶 张 量 Н, 是 各 向 同性 的 , 它 的 … 个 分 量 Н 应 满足 Н = Но, 
但 是 新 坐标 系 中 的 Ha 相当 于 老 坐 标 系 中 的 Hs Я 1) 或 H, (情形 2) ,因此 
Hu = Ha = H. (2.8.2a) 


同样 可 以 推理 得 到 
= SO ` 


Ha = Но = Hs {2.8.2b) 


Н, = H> = Нз (2.8.2e) 
类 伺 地 ,对 于 三 阶 备 向 同性 张 量 Ha 来 说 ,应 有 
Ни = Hm = Hw (2.8.3а) 
Hm = Нд = Hm, Нь = Ны = Н (2.8.3Ь) 
Ны = Hm = Hm, Ны = Hm = Нь (2.8.3е) 
Н = Нә = Н, Нә = Hm = Ну (2.8.34) 
Hia = На = Han (2.8.3e) 
Hay = Hm = Hm (2.8.30 


根据 以 上 对 二 阶 \ 三 阶 各 向 同性 张 量 按 情形 1.2 的 讨论 ,我们 不 难得 出 以 下 的 规律 。 
Ў Fy Хп 阶 张 量 的 铂 一 分 量 , 将 此 分 量 的 每 一 个 下 标 值 作 相同 的 循环 置换 : 
1—2, 2—3, 3— 1 
由 得 吾 的 另 一 个 分 量 。 如 果 吾 是 各 向 同性 张 量 , 则 则 两 个 分 量 相等 。 这 个 规律 通常 叫做 置换 
定理 。 
下 面 就 二 阶 . 三 阶 和 四 阶 各 向 同性 张 量 的 形式 引出 3 个 定理 。 


2.8.3 二 崔 各 向 同性 张 量 的 形式 


定理 BABAKE Н, 的 形式 必 为 26; ,其 中 А 为 一 标量 , 即 
H, = А, (2.8.4) 
证 明 根据 置 模 定理 ,由 式 {2.8.2c), 令 
Ни = Н» = Bs = + Iç = à (a) 
显然 4 是 个 标量 ,实际 上 式 (a) 证 明了 式 (2.8.4) P = j 的 情形 。 
FEBR i ВАН, = 0 为 此 ,我们 作 这 样 的 坐标 旋转 变换 :将 老 坐 标 系 绕 xs Е 
转 n 而 得 到 新 坐标 条 ,于 是 


Яр =— жу, 55 = — ху, 55 = ху СЬ) 
对 应 的 变换 系数 矩阵 是 
一 工 О О 
ЕНЕ то (e) 
0 о 1 
因为 H, 是 各 向 同性 的 ,于 是 
Ha = Ну» = ааз, Н, = anay Н = — Ha 
由 此 得 到 
Hn = 0 (d) 
fj PE Hb 
Hy = Hy = азаыНы = аза» Hy = - H> 
由 此 得 到 
Нь = 0 (e) 


ШЖК (2.8.2а) Я (2.8.25) 可 得 
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Но = Н» = Hy = О 


(f) 
На = Н» = На = 0 
即 证 得 了 当 i < ;¿BJ FR, = 0, 因 而 得 到 
Ну = Аб, 
2.8.4 三 阶 各 向 向 牲 张 量 的 形式 
定理 。 三 阶 备 向 间 性 张 量 Ha 的 形式 为 Xe ,其 中 4 为 标量 . 即 
Ha = Аа (2.8.5) 
证 明 ”要 证 明 式 (2.8.5) 成 立 ,实际 上 是 要 证 盟 以 下 各 式 
0, 当 : 上 = 了 = 天 时 (2.8.5a) 
н. 24 97 Aij k ÞAR] (2.8.5h) 
” Ja, Ai... ЖЕ (2.8.5c) 
- А, Y i,j,k 为 奇 排列 时 {2.8.54) 
成 立 。 
MPIRE AR), Bp 
-1 оо 
А 0 -1 °| 
Q о 1 
由 张 量 分 量 的 变换 公式 ,有 
Hi = Ну = ipiga trd pr = апаңа Hy =- Ни 
PTRA 
Hu = Ü 
由 置换 定理 可 得 
Hm = Hm = Hag =0 (e) 
即 证 得 了 式 {2.8.5a)。 
在 上 述 坐 标 变换 下 ,当中 有 两 个 是 3, 一 个 不 是 3 时 ,有 
На = Ha = азазаьНы = OY- ПН =- Ha 
例如 
Нуһ = Нэ» = Qarta a „Н = üg üy пу Ны 
ЕЕ (— 1) Hs = — Ha 
所 以 
Ha = 0 (Ħ i j,k HANTE 3 BH) (h) 


再 根据 置换 定理 式 (2.8.3h)、(2.8.3e) ЯП (2.8.34) 中 所 有 18 个 分 量 均等 于 圭 , 这 也 
就 证 明了 式 (2.8.5b)。 


而 式 (2.8.5c) 和 式 (2.3.5d) 的 证 明 , 如 果 仍 采用 上 面 如 式 (c) 的 坐标 变换 ,那么 只 能 得 
到 恒 等 变 换 , 所 以 还 需 采 用 新 的 坐标 变换 。 


如 将 老 坐 标 系 绕 xs 轴 旋 转子 而 得 到 新 坐标 系 , 此 时 


Eo Eo __ + _ 
Xi = Жр, X; = — хр, ху = а 
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TREM А ЖОН JBE: Jë: 


9 1 0 
o o 1 
那 公 由 张 基 分 量 的 变换 公式 有 
Hm = Нав = 919203... = аралау Наз 


= 1 . (— 1) * 1 H,s = 一 Н 


= (2.8.3е) #15 (2.8.3) ЭП 


His = Нм = H. = À . 
(р 


Ну, = Hm = Ны = – А 
还 需 证 明 由 式 (j) 规定 的 А 是 个 标量 ,因为 对 任何 旋转 变换 全 有 
detA = I 
ATEA 
His = аааз Н, = деАН,. = Hy = На = А (k) 


因此 2 前 确 是 个 标量 ,从 而 式 (2.8.50c) Жїзї (2.8.54) 得 证 ,也 就 是 说 ,至 此 我 们 证 明了 式 (2. 
8.5) 的 全 部 色 种 情况 。 


2.8.5 四 阶 各 向 同性 张 量 的 形式 
ЖЕ ”四 阶 各 向 同性 张 量 Ны, 的 形式 必 为 
Ны = абды + 88у + 78.0, (2.8.6) 


其 中 a ,8B,Y 为 标量 。 
ШЕВА ”要 证 明 式 (2.8.6) ,好 要 证 明 于 列 几 种 情形 


а+ й+у, і = у= К ={ (2.8.6а) 
а, Міс ра k= 1 (2.8.6b) 
Вы = В, ЩТ = ks j= і [2.8.6c) 
Y. Фр = Ра j = k (2.8.69) 
о, ЖБ: (2.8.6e) 
因为 Н 是 各 向 局 性 张 量 , 故 在 坐标 变换 下 有 
Ны = Ны = аша„аһа„Н gs (2.8.7) 


М АКЕ О x, НЕЕ r ЕЛЕ Д5 ЖИДЫ РЕА (с) 


— 1 О 0 
АЕ — 1 i 
Ü 0 1 
于 是 , 当 Ha 的 四 个 下 标 中 出 现 单数 个 3 时 ,这 里 就 有 两 种 倩 形 :四 个 下 标 中 出 现 了 . -个 3， 
则 其余 的 三 个 下 标 为 1 或 2; 四 个 下 标 中 出 更 三 个 3, 则 余下 -一 个 为 1 或 2 НУВ (2.8. 
7) 


, 1- (1? 
Ны = Ны = podo pët = - Ha 


чым 
qi 
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Ны = 0 
РИН ЖИЙЕН] АП, HE 3( 或 1,2) EFE ijk 中 出 更 单数 次 ,就 有 
Ны = 0 


成 立 ,这 就 证 明了 式 (2.8-6e)。 
下 面 再 证 明 四 个 下 标 中 有 两 个 相间 的 情况 ,为 此 ,我 们 还 要 必 另 一 个 变换 ,即将 老 坐标 


系 绕 xs НН ‚НЕ Ж НЕА МА (i) 


四 根据 式 (2.8.7}, 有 


Низ = Нур = арарала» Нап = Ho 
同 理 则 有 
Ноз = Низ 
Нун = Ha 
РАБ Е ЕЛЕ Е 


Ни» = Hya = Ны = Hy = Ны = Hm = а 
Нез = Наз» = Haa = Han = Но» = Hias = 8 
Him = Aga = Низ = Низ = Hos = His = Y 
由 此 可 知 式 (2.8.6h) (2.8.60) #154 (2.8.64) 得 证 。 
现在 还 剩 第 一 种 情况 , 即 四 个 下 标 都 相同 的 情形 。 为 此 还 要 作 一 个 新 的 坐标 变换 ,将 老 
坐标 系 绕 x, 轴 道 时 针 旋转 并 而 得 到 一 个 新 坐标 系 ,其 变换 系数 矩阵 为 


0 a) 


根据 式 (2.8.7) .有 
Hun = Him = ааа ауа H, 
在 上 式 的 p,g,r,s 四 个 下 标 中 ,不 取 Аа, = 0), Я 2, Tü H Hz 1,2 时 内 取 侦 数 次 
《因为 取 单 数 次 时 Н = 0, 即 式 (2.8.6e))。 
这 样 就 有 
1 4 
Hi = (5) {Hin + Н» + Нур + Han + Ны + Han + Н + Han) 
= H (2Hi + 2a + 28 + 27) 


+ (Han 十 z + B+ y) 


ll 


Bp 
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үл; = Нин + а + B + Y 


所 以 
Нии # a + B + у 


由 置换 定理 , 即 得 
Hn = Ноо = Наз = a + B + Y (m) 

即 式 (2.8.6a) 得 证 。 

对 于 任意 的 旋转 变 搞 ,不 难 证 明 о, 2, у 是 3 个 独立 的 标量 。 

推论 。 对 于 第 一 .第 三 两 个 指标 为 对 称 的 四 阶 各 向 同性 张 量 ,只 有 两 个 独立 的 标量 ;并 
县 必 对 第 三 ,第 四 两 个 指标 也 对 称 。 

ШАН ” 设 相 上 阶 各 向 间 性 张 量 浆 式 (2.8.6) 所 示 

Hu = абды + {бабу + 78,0, 


A 
B = # +À 
y = J 一 А са) 
并 代入 上 式 则 得 
Ны = абды + (и + А) даба + Cu А) даба 
= ад, ды + и Sada + баб, ) + А баба 一 Ó z) (o) 
因为 Ны 对 i,j УВК, 
Ны = Ны = T (Ha + Наа) (p) 


将 式 人 ol PEI isy ЗН ,得 

Haa = ад; ды + н, + gba) + A (Sada — бб) (9) 
ЖА (о) 和 式 (q) RARO, HA 6, = 名 ,最 后 得 

Hu = Tla(0 + дуд) + pl Ösd + бду + дуб, + 8.8.) 
+ Alusa — 818, + биб, — 60.3] 

= 3228.9, + 2 бубу + SuSa) ] 

三 абы + АСУУ + биби) (2.8.8) 
上 式 中 ,就 只 有 两 个 独立 的 标量 a Me To 

由 式 (2.8.8) ,把 Ны 的 后 两 个 指标 对 挽 得 
Hin = a yig + (баду + Saa) 

因为 дь = ,所 以 显然 有 
| Hu = Ha (2.8.9) 
说 明 对 第 一 .第 二 两 个 指标 为 对 称 的 四 阶 各 向 间 性 张 量 必 对 第 三 ` 第 四 两 个 指标 也 对 称 。 


Я 题 二 


2.1 ЖЕНА vi 是 绕 x, 畏 道 时 针 方向 转 过 Ө 角 而 得 到 的 ， 
* &5 - 


(а) КЛ И а; 

(b) ЖЕ ç = ое 在 新 坐标 系 下 的 分 量 ; 

(e) К СВЕ Р = Зе, е, + 2e;e; — 6,6, + 5ез е, 在 新 坐标 系 中 的 并 基 展 开 式 。 

2.2 给 定 任 意 矢 量 ç 和 任 一 单位 矢量 e НИЖЕ 分 解 成 一 个 平行 于 e мак 
量 和 一 个 垂直 于 е 的 分 天 量 ,让 明 其 表达 式 为 

© = (ə2 - e)e + e x (g x e) 

2.3 ”在 箔 卡尔 坐标 系 中 计算 下 列 各 量 的 值 : 

(a) 6,; (253858, {0c On ; (4) беш: (e)egësg e 

2.4 ” 试 证 朋 : 

Eaa; = Ü 
2.5 利用 det4 = sadidadak 证 明 : 
det( AB) = (detA)(detB) 

2.6 对 于 矢量 = Зе, +4е,,Ь = 2e, - бе, 和 二 阶 张 量 DD = Зее, +2ее, — 4е›е,» 
— 5e; e, „АЗ: 

laja - Р; 

(b)D > b; 

(сја - D - b. 

27 已 知 D = Зее + 283€, — вре; + 56,6, ЖЕ = Че ез + бее. - Зезе, + eses, 
计算 : 

(a)D - ЕЖЕ - D 的 并 基 展 开 式 ，; 

(b)D : F ID .. F 的 值 。 

2.8 СМАЖЕНЕ А, H ЖЕ: 

(А.В) = B. + A. 
2.9 БА, В Уур: КЕ: 


(А В) = Ви. АЙ 
2.0 EA TATIER 95КЕ, Фел ЕЕ o 使 得 
Т. s =Ü 
则 必 有 
® = 0 
2.11 BA 了 为 可 道 的 二 和 阶 张 量 , 求 证 : 
(T.) = (Г). 


2.12 WH: FERLINE AMB, A- B (B - А 具有 相同 的 主 不 变量 。 
2.13 已 知 矢量 e = ае,,Ь = be, EHR ab 的 三 个 主 不 变量 。 
2.14 ЕКИ Т НУР 


7 3 O 
пу +з 7 4 


0 4 7 
求 它 的 主 值 和 主 方向 。 
2.15 设 二 阶 对 称 张 量 T ВЕРЕ 
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3 -1 0 
пу | -1 3 ° 
0 от 
кг) 的 主 值 和 主 太 向 。 
2.16 Æ A; ЖАУ, В, 是 反对 称 的 ,证 明 : 
АВ, = 0 
2.17 E b, ЖАУУ Et ЛЕ ВЕ В, = sg5 是 反对 称 的 。 
2.18 EHHA ab 分解 成 对 称 部 分 与 反对 称 部 分 之 和 ,证 明 其 反对 称 部 分 的 反 侦 矢量 


1 
2 
2.19 EH Q ЕЖЕ, u МЕН, ЖЕ: 
(@- ых (О - в) = 
2.20 Е.Д 


F =- Зее -Bere +VYV3eaei — eë; + Зе, es, 


把 它 进行 乘法 分 解 , 求 出 全 ,及 VV。 
2.22 已 知 4 为 二 阶 张 量 ,车 对 任意 正 交 张 量 О 均 有 
QA: = А 
证 明 А = А, Н А 为 一 常数 。 


- 87. 


з KEME 
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我 们 在 讨论 矢量 分 析 时 , ИСКЕ о И, ЧЕ ЖЕ AAE e mA E, КВН 
度 和 旋 度 , ВЕБЕ НОАК ВЕ ( НИЕ) 以 及 有 关 的 积分 定理 等 。 

这 一 章 我 们 将 要 把 上 述 概念 推广 到 张 量 场 中 去 , 即 研究 任意 曲线 坐标 系 中 张 量 及 其 分 
重 睛 空间 点 变化 的 规律 这样 , 矢 基 分 析 中 场 论 的 概念 就 成 了 张 量 场 论 的 特殊 情形 了 。 

我 们 将 从 以 下 两 个 方面 推广 场 论 中 的 一 些 概念 。 

1. 场 论 中 的 一 些 算 子 ,过 去 常常 是 在 正 交 第 卡尔 坐标 系 中 讨论 的 ,本 章 将 把 它 推广 到 任 
意 曲 线 坐 标 系 中 ,使 得 这 些 算 子 适用 于 任何 坐标 了 标 。 

2. 所 讨论 的 萄 不仅 包含 标量 场 和 矢量 扬 , 而 旦 也 适用 于 任意 阶 张 量 场 。 

我 们 设 x 为 尾 疮 曲线 坐标 系 (当然 也 包括 正 交 的 笛 卡 尔 坐 标 系 ) , 按 第 一 章 式 (1.4.4) 
定义 局 部 协 变 基 矢 量 为 g; , 即 


ər 


а; = 


并 按 式 (1.4.6) 定义 局 部 逆 变 基 矢 量 为 g, ВП 
g ` 8 = š; 
我 们 再 设 x НАЯ „ТЕМ Е x° TARR EER EMA 8 5 Фот 
gr Mg ,新 老 坐 标 系 下 的 基 先 量变 换 公 式 由 式 (1.5.2) НЫ (1.5.3) A,B 
É: = BE: 
g = бв 
其 中 的 协 变 系 数 в. НОЕ ДҮ 之 间 的 关系 以 及 它们 的 求法 都 在 第 一 章 中 详细 介绍 过 ， 
这 里 不 再 过 多 重复 。 
仿照 标量 场 和 矢量 声 的 定义 ,我 们 也 HJ 以 这 样 定 义 张 量 场 。 
Ех 车 空间 某 区 域内 每 一 个 点 P(x' ,x ,x?) тп Eriki 
мм) = Т.в. “gg. g! {3.1.1) 
则 称 在 该 区 域内 给 定 了 一 个 n 阶 张 量 场 。 
TR , 张 量 场 的 概念 是 标量 场 和 矢量 场 的 直接 推广 .实际 上 , 零 阶 张 量 场 就 是 标量 场 . 
阶 张 量 场 就 是 矢量 场 。 
在 式 (3.1.1) 中 ,T(x' ,x? ,x?) 是 随 区 域内 各 点 的 坐标 хх”, x’ 而 变化 的 ,因此 它 也 是 
点 Р(х, х,а?) 的 酷 数 , 有 时 也 写作 ТСР). | 
宙 于 我 们 采用 的 是 曲线 坐标 系 , 所 以 协 变 基 矢量 和 道 变 基 矢量 都 是 随 点 变化 的 局 部 基 
矢量 -对 于 场 函 数 定义 域 每 一 点 处 定义 的 张 量 ,其 分 量 应 在 该 点 的 局 部 基 矢 量 上 就 地 分 解 。 
从 而 ,即使 是 常 张 量 ,在 不 同 点 对 当地 的 基 矢 量 分 解 ,也 将 得 到 不 同 的 分 量 。 因 此 , 张 量 的 分 
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Әх 


Жї ЗЕЕ АУРА ЖИЕ ЛЕ ЖЕ ЖС, ЈЕ ЖЕН] P 的 函数 ,也 就 是 坐标 r,a, а? 


的 函数 。 ИЛ 
PK E УЕ ЖАНН, ERKAT , KEA rh 4225 НЕ BJ SK ЕЕ JS {УМ Ж {у ЖЕН Е, ТЕЗЕ УЕ E: 


RJ ja] ñr 28% ETHE БЕП ЇН А Е ВЕНЕ ЗЕ ШЕ А, ПОЗ ЕН ТӨ] ЭСА ВЕ БЦ рсе 3 
的 ,本 章 只 研究 定常 的 张 量 场 。 


3.2 KENEK - Christoffel 符号 


考 舍 空间 任意 点 Р(х! ,x?,w?) 及 其 邻 域内 的 一 点 Q(x' + ахї, а? + ах? + ах?) 
的 径 矢 分 别 为 (лг) 和 rs + dx'), 则 径 矢 的 微分 ( 即 к(а + dx') — r(x) 的 线性 部 分 ) 由 
第 一 章 式 {1.4.5) 给 出 , 即 

dr = Tear = dx'g, 

它 是 个 矢量 , dr ЕЕ Р(х) 处 局 部 基 上 的 分 量 . 从 坐标 变换 的 角度 看 , 因 

Я 
dæ” = З qa: = В: 9х 

所 以 可 以 看 出 dx' ERRO, 

3.2.1 协 变 基 矢 量 的 导数 .Christoffel 符号 


现在 考虑 点 PO) 处 协 变 基 矢量 z, 关于 坐标 的 偏 导数 28 , 按 偏 导数 的 定义 可 知 , 它 也 


3. 
是 一 个 矢量 ,故而 可 令 
Ig: 
w+ 
其 中 Га НГ, 分 别称 为 第 一 类 Christoffel 符号 和 第 二 类 Christoffel 符号 ,或 者 简称 为 第 一 类 
夏 氏 符号 和 第 二 类 矿 氏 符号 ,显然 ,由 式 (3.2.1) 可 知 两 类 克 氏 符号 各 有 27 НН, 
由 于 协 变 基 矢量 本 身 是 矢 径 对 于 坐标 的 导数 ,所 以 
ЗЕ: а ( ar) Fr д?г 2 ( ог) дв, 


= Ге” = Гір, (3.2.1) 


Эх’ — Эх? Jx' = ах’ = ERETI © üx ay? ах! 
故 
Га = Г (3.2 2) 
Г = I" ы 


说 明 克 氏 符 号 对 于 头 两 个 指标 i ЯП) 是 对 称 的 ,所 以 克 氏 符号 的 27 个 分 量 中 ,独立 的 共有 18 


个 。 


窑 易 证 明 , 克 氏 符号 不 是 张 量 的 分 量 ,这 是 因为 ,车 在 某 -个 坐标 系 中 , “个 张 量 的 所 有 
分 县 光 为 等 , 则 在 任意 举 标 系 中 该 张 量 的 分 量 也 均 应 为 零 ,而 克 氏 符号 却 不 具有 这 样 的 特 
性 ,在 直线 坐标 系 中 ,由 于 协 变 基 矢量 不 随 点 的 位 置 而 改变 , 故 有 
Га = Гу = 0 
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而 在 曲线 坐标 系 中 ,有 
Га #0 Г 5 0 


ТЕ Я, ВИЕ а, ТЕ Т ЖЕЛП“ ;' ЗО о ЯП 


Эа, 
ух = HB: = Biy (3.2.3) 
将 式 (3.2.1) ЗЕ £: 或 g* ,得 
Ёз * В, = Tag - Ек = = Гб = Га (3.2.4а) 
g. g = Гипс Е = Гб = I$ (3.2.4b) 


因此 除了 用 式 (3.2.1) 定 六 克 氏 符号 外 ,人 世 可 以 用 式 13.2.4) ЖЕ S ya SA 
3.2.2 Christoffel 符号 与 度量 张 量 


由 式 (3.2.4) 和 式 (3.2.1) 还 可 以 得 到 
Ta = g ` Br = Гу . Br = Гуд» (3.2.5a) 
Гр = g. ` = Dag 8 = Tam" (3.2.5b) 
从 式 (3.2.5) B| PA E, ARAS B В = PER РГРК АО {ЕЗШЕ Е L LTU FEE, 
即 用 度量 张 量 的 逆 变 分 量 进行 升 标 ,用 次 量 张 量 的 协 变 分 量 进行 降 标 ,但 需 特别 注意 ,对 王 
ЗЕ РОЖЕ 57 А ЗЕРЕЛГЧЕ ; 和 j 是 不 能 用 度量 张 量 进 行 升降 的 ,因为 克 氏 符号 不 是 一 个 三 阶 张 
й. 
另外 ,第 一 类 克 氏 符号 Ги 还 可 以 用 度量 张 量 的 协 变 分 量 gy ХИ EBAR ,因为 


бу = Е; ` Е; 
它 对 坐标 < HFR 
а (в -в) а 2g. 
ЕП _ £: ` Ву? £: _ . 22; 
у = 2 = Эх = ах £; + £: д^ 


= E: ` E; + В: En 
由 式 (3.2.4a) 得 
Я = Tw + Га (3.2.6) 
同 理 , 由 指标 轮换 可 得 
Ви; = Га + Ги 
Ere = Гы + Гы 
再 根据 式 (3.2.2) ,上面 两 式 可 以 改写 成 
gs. = Га + Гы 


Apa = Ги + Гы 
jë ААН 6 (3.2.6), (848 
Гая = T (йл. + Es. — Шу) (3.2.7а) 
根据 克 氏 符号 “第 二 个 指标 ”的 升降 标 , 即 利用 式 (3.2.5b) ,得 


+ 1 
Г, = >=“ (ав. + Bu — Вик) (3.2.7) 


因此 , 当 已 知 坐 标 系 x 下 的 度量 张 量 的 两 类 分 量 时 ,就 可 以 按 式 (3,2.7) 计算 得 该 坐标 系 下 
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的 克 氏 符 导 。 
3.2.3 坐标 转换 时 Christoffel 符号 的 转换 公式 


下 面 我 们 来 考察 当 坐 标 系 x 转换 为 新 坐标 系 和 时 ,第 二 类 克 氏 符号 的 转换 关系 。 设 竺 
新 坐标 系 Á 下 的 第 二 类 克 氏 符号 为 有 5 ,根据 式 (3.2.5b) МЕНЕЕ 
变换 公式 可 得 | 
ГЕ = Brr * = = (Ergil. . g“ 
= (дв, + Bhg. ) g” 
| ‚ Әр, аа! коз 
= (в.а + pe 822.) . вер 
= (BE: + ВВГ, * BE gt 
= (BL. BPO, + BB BES) 
= B. BE + ВВВ ГА 


HEER l BURJ 就 可 得 
Гі = 8..8“ + BBEBETY (3.2.8а) 
由 第 一 章 的 式 (1.5.8) 2158 (1.5.9) 知 


.. 3 x° . ах 
В: = Әд! Ы Ë; = 3x 


所 以 式 (3.2.8a) 也 可 写成 
, Fx ад’ ах Әх! ад 
Гу = TET 9х + Эк? Эх” Pak 
显然 ,无 论 是 式 (3.2.8a) 还 是 式 (3.2.8b) 都 不 是 张 量 分 量 的 变换 规律 ,这 应 该 是 意料 之 中 的 
事 ,因为 我 们 在 前 面 已 说 过 , 克 氏 符号 不 是 张 量 分 量 。 
与 式 (3.2.8a) 相 类 似 地 还 有 
гь = В} + RAAT (3.2.9) 
再 利用 式 (3.2.5a) 把 “第 三 指标 " 下降. 就 可 以 得 到 第 一 类 克 氏 符号 在 坐标 变换 中 的 恋 
mar 


(3.2.8b) 


а? ж" ax" ах’ дахі ад 
Ела ax Oxi Jx” + ax" ах! д5? ій 


. 
Гуа = 


(3.2.10) 


3.2.4 нуе 


道 变 基 矢量 是 根据 对 侦 条 件 由 协 变 基 矢 基 派 生来 的 , 即 
вё: = б; 
将 上 式 对 坐标 ежа 
Ев: = 0 
由 式 (3.2.5b) 得 


所 以 可 以 求 得 


(3.2.11) 
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3.2.5 V g 对 坐标 的 导数 - Г; 的 计算 公式 
以 三 个 协 变 基 和 大 量 为 楼 边 构 成 的 平行 六 面体 的 体积 是 
Ув = Та в Ез] = go (gx x gs) 


它 对 于 坐标 的 导数 是 
Гаи д 
УЕ = £ = (g; x ёз) + а, ` 527662 > gs) 


2 2g Әр» 
SEL. (в. x йз) + g: -[(5## x e) + (g x 2E) | 


$ 


= вахон) +в o (58 х вз} + вз Све x SED) 
= Гы» ` (g; x gs) + É, ° (Гл, хой») + g, ` (go x Pig.) 
= Г (g. x gs) + в, * (Tg: x gs) +в, ` (g+ х Гв») 
= Гав (Sa х gs) + Tigi ` (во х gs) + Ге, * (g. x gs) 
= (Гу + Гу + Гы в, с (gx x 3) 1 
- ГУЕ 

ДИР! 


ГЇ = ГЇ = -L avg nye) _ 1 д(1п) (3.2.12) 
E 2 Эх 


Ма Эх Я 
3.3 KEKEE . 协 变 导 数 


3.3.1 标量 场 的 梯度 


梯度 的 概念 是 场 论 中 对 标量 场 引 进 的 ， 它 反 中 了 标量 场 随 空 间 点 变化 的 规律 . 设 有 正 交 
BERERE oxyz, 沿 坐 标 轴 正 向 的 单位 矢量 为 1: 此。 才 在 空间 每 一 点 Pl, y) 都 定义 
了 一 个 数 

$ = é(x,y,z) 
则 在 空间 (或 者 在 某 个 区 域内 》 有 -个 标量 场 , 假 定 #(х,.у,2) 对 坐标 变量 的 偏 导数 存在 旦 
连续 ,可 定义 矢量 
grad # = 了 十 2 + an 
把 grad $ ЖЕЕ 9 的 梯度 。 

FARME ВЕКИ НЕ grad $ РАНЕ АА к ЖЕНЕР PIE НН НН, ОШ, 

先 把 grad $ 的 定义 作 如 下 改造 .考察 # 的 全 微分 


J а Я 
d = Saa + эчу + Р 


从 空间 任意 - - ди 32 6688 Ж, MASER ERIA) 的 微分 为 


dr = dxi + дуў + dzk 
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所 以 ,# 的 全 微分 可 以 改写 成 
dé = аг. (24+ 55у + 5%) = dr ` grad $ (3.3.1) 
现在 改 用 曲线 坐标 系 所 ,并 设 此 坐标 系 下 的 局 部 协 变 基 矢量 和 局 部 道 变 基 矢 量 分 跌 为 
g, Me, M EPRE r 下 的 函数 表达 式 为 
é = #la', x,a) 
显然 #0, у.2) Ж (а, дг, х?) — Ар [8] А0 = 7р ,但 在 空间 隔 一 点 处 ,其 函数 值 


(标量 是 不 变 的 ,在 曲线 坐标 系 下 考虑 $ 的 全 微分 
ağ 


2% 


афо у J% 2 J$’ 
dé = s dx + 2.29% + 9395 
хня 
dr 1 dr > dr 3 
dr = P T + a dx + 939% 


根据 局 部 协 变 基 矢量 的 定义 ,上 式 写成 
dr = ат’ р, + dx°g, + аа? р, 


这 样 


dé = (dx в, + ах? + dx! аз) - (2 B + Iig + 2 °) 
Ер 
dé = dr: (g'Ə%) (3.3.2) 

对 于 出 所 讨论 的 点 出 发 的 同一 线 元 dr Æi, dg 是 相同 的 , 故 比 较 式 (3.3.1) 和 式 (3.3.2} 就 
得 到 

grad $ = g'2ə = z + (3.3.3) 
式 (3.3.3) 就 是 标量 场 的 梯度 的 不 变性 记 法 。 

3.3.2 ЗН 


我 们 把 梯度 的 概念 从 标量 场 推广 到 任意 阶 张 量 场 . 设 在 空间 (或 在 空间 的 基 一 区 域内 ) 
定义 了 一 个 张 量 场 ФЕН r 下 , 它 的 并 基 展 开 式 为 (不 失 一 般 性 ,这 里 以 四 阶 张 
量 场 为 例 ) 

Ф = gE 
并 且 假 定 所 有 分 量 Hy ЖРА ТАО ЖЕТЕ ТЕ Н ЖЕЕ. 我 们 也 推广 标量 函数 的 全 微分 概 
念 , 称 与 Ф 同型 的 下 述 张 量 为 鲁 的 绝对 微分 
аФ 


dD = dr = 2,Фах (3.3.4) 
把 上 式 改 写 为 
аФ = эФах = (dx'g,) ` {8g'9.T) (3.3.5) 
这 样 再 引进 Hamilton 算 子 {或 称 微分 矢量 算 子 ) Ну 表示 
У = g'3, (3.3.6) 
+72 (3.3.5) 就 可 写成 
ЗФ = dr- уф (3.3.7) 
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由 于 dr 5 Фф 69680) Bro Bb ( 5: BL) ,根据 商法 则 可 知 ， x. 必然 是 比 d 吕 (也 就 是 比 Ф) 
— “也 就 是 说 ,Hamilton Е Ру НВ. 

URAGA D MAOA D DANKEN # 梯度 的 定义 ,我 们 把 Y 作用 在 张 量 场 Ф 
上 所 构成 的 新 张 量 场 可 而 (在 它 有 定 久 的 区 城内) 称 为 Ф 的 梯度 或 号 的 绝对 导数 

把 更 的 并 基 展 开 式 代 人 立 钙 中 ,就 可 得 到 立 囊 的 并 基 展 开 式 
УФ = g3, (pngg Bg ) | 

= g'(9,%' ише Е + Wl „дере + POER R + Wi ggg + éF ug) 

= g'(2,#lugig Е + Pal BSB Е + ft еее" -Auge gg - $. ешш Га”) 
注意 上 式 后 四 项 ,第 一 项 中 把 站 换 成 -, 第 二 项 中 把 7 换 成 r, 第 三 项 中 把 天 换 成 ,第 四 项 中 把 


I UË ro I ESERE | 
УФ = (а, + Papia + ГР Г, eg gee! (3.3.8) 
现存 引进 一 个 符号 | | 
Уа = Зы + Гы + гіф ы Г, Г, (3.3.9) 


它 就 是 式 (3.3.8) hv b 张 量 的 分 量 ， 称 为 协 变 导数 ,组 成 它 的 每 一 项 都 不 按 张 量规 律 变 
化 ,但 合 起 来 却 是 张 硬 的 分 喇 。 于 是 式 (3.3.8) 就 可 写成 
УФ = VAi ав! (3.3. 10а) 
由 式 (3.3. 10a) РН , Hamilton 算 子 可 写成 
V = ву, (3.3.11а) 
个 过 这 里 要 注意 ,又 只 对 中 ВЕЕ Н РОЛЕ ЕН, HE- Ау, = Әд, 
既然 协 变 导数 的 指标 是 张 量 的 指标 ,就 可 以 用 度量 张 量 将 指标 上 升 而 得 “ 逆 讼 学 数 ” 


VE = д” У (3.3.12) 
利用 道 变 导数 ,也 可 将 式 (3.3.8) 写成 
УФ = Vg E g pp: (3.3.10b) 
也 可 将 Hamilton 算 子 写成 
V = g, х” (3.3.11Ь) 
其 中 
м = д” ху (3.3.11c) 


上 述 关于 张 量 D 的 梯度 的 定义 虽然 是 对 四 阶 张 量 写 出 的 ,但 它 事实 上 对 任意 阶 张 量 都 
是 适用 的 "所 以 参照 式 (3.3.10a) 可 以 把 任意 阶 张 量 的 梯度 的 不 变性 记 法 写成 
УФ = VE LEB peg (3.3.13) 


3.3.3 ВЕБ 


Е ЖЕ, ЖИН AROR IEEE Tom 
订 算 胀 量 分 量 的 协 变 导 数 所 遵循 的 规则 是 :用 协 变 导 数 算 ғу, 作用 于 张 量 的 分 量 时 ,除了 
普通 的 偏 号 数 项 以 外 ,还 出 现 与 张 重 的 阶 数 ~- 样 多 的 , 带 有 第 二 类 克 氏 符号 的 那些 项 .它们 
中 的 每 -项 是 这 样 构成 : 克 氏 符号 的 第 个 下 标 一 律 是 协 变 导 数 算 子 的 指标 s, KESAH 
一 行 , 应 出 现在 克 氏 符号 的 上 标 , 张 量 分 量 的 上 标 处 与 克 氏 符号 的 第 一 个 下 标 取 成 哑 指 标 ， 
并 月 这 样 的 项 前 面 取 正 导 ; 张 量 分 量 的 下 标 ,应 出 现在 克 氏 符号 的 第 二 个 下 标 处 , 张 量 分 量 
的 下 标 与 克 氏 符号 的 上 标 取 成 哑 指 标 ,并 且 这 样 的 项 前 面 取信 号 。 
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ЕҢ БАЗЕ Э О РЕН Mi] п] ЖП, ТЕ ЕЕК A КАА Е, EI Ж ya, K FF S HE ЖЕ, ВТО tuz ЕЕ 
НЕСЕНИЯ, 只 有 在 直线 坐标 系 下 , 偏 导 煞 才 按 张 量规 律 变换 。 我 们 经 党 利 用 
这 个 性 质 ,在 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 下 推导 公式 ,然后 把 偏 导 数 换 成 协 变 导数 直接 给 出 曲线 坐标 
系 下 的 张 量 公式 。 

下 面 我 们 来 看 几 种 特殊 的 情形 。 

1 .标量 场 

УЕ ф(х) 是 零 阶 张 量 场 ,不 论 在 何 种 坐 祭 系 下 , 协 变 导数 中 均 丰 出 现 带 有 克 氏 符 纺 
的 项 。 所 以 有 

Мф = 2, 
因此 
V = g3% = grad $ 
ДЕШ v Ф = 
gerad 9, ВП 


grad Ф = УФ (3.3.14) 
2.515 
对 于 矢量 场 mp = ug, = vg' ,其 分 量 的 协 变 导数 为 
ND =д + ]Ч (3.3.15а) 
Маң = dv ~ Ру, (3.3.155) 
3. 度 量 张 量 场 
对 于 度量 张 量 场 
G = БЕШ! = баш! = ВЕ, 
由 于 在 直角 币 卡 尔 坐 标 系 下 
G = I. VI =® 
ERG 
Мар = 0. Ve = O, We = Ө (3.3.16a) 


而 对 于 任意 曲线 坐标 系 ,度量 张 量 G 的 梯度 的 并 基 展 开 式 为 
УС = Vegg g'g = Убе = Ve g pg g, 
根据 协 变 导 数 的 运算 规则 ,有 
Niga = Zen Бу — Falja 
НА (3.2.5а) ,部 克 氏 符 导 的 升降 栋 规 则 ,可 得 
Зр, 
Мая = 8А - Га — Гы 

(3.2.6), Бетер 


Viga = Га + Th 一 Ги 一 Гы = Ü (3.3, 16b} 
类 似 地 ,也 村 以 得 到 | 
А 
и Ма” = 0 (3.3.16с) 
| ai | | 
ó = э к. + rior - Гду 
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0+ - Pi = 0 (3.3.164) 
Ни М, , ТЕ НН ААА, РИВА, НЕНИЯ Л АННЕ 
导数 为 堆 , 说 明度 量 张 量 G ИЖЕ СНЕ REN, ВЕНОК G 是 不 随 空间 点 的 位 置 而 
变化 的 “ 带 ” 张 量 ,我 们 称 之 为 均匀 场 。 
4.Eddington 张 量 场 
由 看 Eddington kE EIKE) 
£ = eg g E, = Єй ЕЁ" 
MERSE є* 的 协 变 导 数 为 
Te” = а, + e” + Гей + ier 
因为 上 式 右 端 第 一 项 为 
3 = a [g в в] 
= [ag g g] [g ав’ в] + (е к! ag) 
= [0-0 К g в) + Ге (-Г)в' вв g (Itg')] 
=- Г.а в в‘) Ра g в] Га ві g] 
=- Du em = Гі _ Pře” 
因此 有 有 
Ve = 0 {3.3.17а) 
同 理 可 以 得 到 
Мед = Ü (3.3.17%) 
这 说 明 Eddington КИНА, 
正 因 为 度量 张 量 场 和 Eddington 张 量 场 都 是 均 多 场 , 因 此 它们 犹如 常数 -一样 ， И: 
或 移出 协 变 导数 的 内 外 ,如 
М.С") = gy Te) 
5 . 协 变 导 数 运 算 的 -- 些 法 由 
(1) 协 变 导数 运算 是 线性 运算 
ay (3.3.18) 
式 中 ,a ‚з Ж ЕИ. 
(2) 莱 布 尼 兹 法 则 
以 三 阶 张 基 的 分 量 Tš, 为 俩 ,其 协 变 导数 
可 7 rT? 
它 是 四 阶 张 量 的 分 量 。 若 将 其 i,% 指标 进行 -次 缩 并 , 则 得 到 
МЎ = Ә.Т, в Г.Т y DRTE = PEPE 
= 9,7%: + ГТ, + ГТ" — Гот. 
= 3 TË, + PY T, 
车 交换 运算 次 序 , 将 Tu, 的 指标 i 先进 行 一 次 缩 并 , 则 得 到 -- 阶 张 量 (矢量 ) Вуд Et 
DW = ТА, D 求 协 变 导数 ,得 到 
VD = oD + Гр" = Әт, + TT”, 
故 两 种 交换 先后 次 序 的 运算 得 到 相同 的 结果 Вр 
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УТ, = УР 
УЖ ВА ИЕ НЕ ЯЗ ЗК ЖЕ МИЯ НЕ: К r qp ЕРЕВАН РЕ ГЕИ. 
G) РЕНН tE Sp ЖЕНЕ РАЕН НОЕ T S 22 Ну ВЕН ИИ 
例如 , 设 4 25КЕ, В У ЖЕ, М 


СА! R.) = ЗАВ + A" (В. ) (3.3.19) 
上 式 可 以 这 样 证 明 。 设 
人 (3.3.20a) 
此 式 的 抽象 记 法 为 
C = AB (3.3.20b) 
ШУ 
МС. = Сб, + ГС + ГС 
= ГАС. + ГУС» - ГС, 
而 


МА. = Аб, + ГА, + ГАР, — ГРА", 
WB, = B... + Г.В. ~ ГР Ве, 
利用 式 人 .3.20a) 和 以 上 上 三 式 , 即 可 证 得 式 (3 3. 19). 
但 在 这 里 应 特别 注意 ,wv 只 作用 于 张 量 分 量 。 因 此 由 式 (3.3.20b) ЗЕЕ 
\(АВ) = (УА) В + A( Ç B) 
ВЕХИ ЖИКЕ А,В 不 能 成 立 。 这 是 因为 


са | 
Ўй = V (AB) = р P AB) = = Ав + g'a ЭВ 


而 
EM -= (VA)B + ACVB) = z 24B + ag, 28 
ах 
一 般 来 说 ,左右 两 端 并 不 相等 ,只 有 当 及 为 标量 #, к о 时 , 才 有 有 
Tiv) = (Vé) e фу o) (3.3.21) 
同样 地 
VIA- B)= (VA)- B+ A + (Ç B) 
这 是 因为 上 式 中 
‚ а ‚ а | 
Ж = V(A.B)- (А-В) = g $$ Bp. ga. ЭВ 
EM = (VA)-B+A- (уд) = #4. вад. р 2В 


КЙ у ВЗ ХАНЗЕ (УЧ А,В Ит 
Viu- s) = в' Си 0) = g 2u svs gu- 28 


_ yp и гов 
= £ jx "+g ~ 


= (Уи) - + (Уз) .rn {3.3.22) 


ах 


3.3.4 Е Е 


我 们 在 上 面 讨论 的 张 量 场 OLSE Yy Фф Б Hamilton 算 子 从 左边 作用 于 中 的 情形 ,常常 
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把 这 种 梯度 称 作 左 梯度 -下 面 我 们 可 以 完全 类 伺 地 引进 关于 Ф HEHE, 
出 于 任意 阶 张 量 Ф = ява’ … 8 的 绝对 微分 可 以 写成 
4Ф = (drg,) - (УФ) 


现在 把 它 改写 为 
dB = (dg) - (WH LBB gg og) 
= Ча? WE (а. вв BE 
= dx WH iag ooge в с g) 
= 可 内 让 do 
我 们 定义 


DY = VE LB pe pg (3.3.23) 
ERR Hamilton 算 子 从 Ф 的 右边 作用 的 结果 ,故而 把 Ф ху 称 为 Ф 的 右 梯 度 。 
其 实 Hamilton Ж ҳу 其 左边 作用 和 以 右 边 作 用 是 不 一 样 的 , 邵 


( ) V = = g 


V< =g 2) (3.3.24) 
EHE, К ВЕ «р 的 左 梯 麻 和 右 梯度 一 般 是 不 相同 的 。 即 
Vb 2 ФУ 
只 有 在 特殊 和 情形 下 ,如 对 于 标量 场 , 才 有 
У = é Ç (3.3.25) 
对 于 矢量 场 o = um 入 ,有 
РУ = Уи = (V фр), (3.3.26) 


Араа НО ВВ Е ЛЕТ ОЕ ЛЕВОЕ TITI ЗЕЕ, 

813.1 物体 中 线 元 AB 可 以 用 矢 径 的 微分 dr 表示 ; 当 物 体 发 生变 形 时 , 物 惊 中 各 点 有 
位 移 场 w(x! ‚=, =) А 点 坐标 为 (xi x,a") ‚ БВ AERA а + dx! , x + dx? , + 42). 
Ж АВ 两 点 的 位 称 差 du 。 


解 
2 Заал а нус ди,+ ди, 
Чи = Bri dz + 9,29% + 939% = 5,9% 
而 因为 
= Кам а Эа, Sr sa ar，: š 
dr = 511% + Dd + yada = 5.79% = gids 
所 以 


д Р i д 
du = с таш = dr- g' 54 = dr: (Vu) = (u V): dr 


Ву 3.2 EAR r 的 梯度 就 是 度量 张 量 С. 
解 由 上 例 的 结论 ,因为 r 也 是 -一 个 矢量 , 故 可 令 上 上 例 中 的 
н = F 
这 样 ,就 有 
dr = dr - (Vr) = (r V) dr 
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而 我 们 知道 ,只 有 度量 张 量 G 与 任意 矢 径 dr 的 点 积 仍 为 dr 自身 ,因此 
ЛГ = гу = © 


这 就 证 明了 矢 径 > 的 梯度 就 是 度量 张 量 С. 


34 张 量 场 的 散 度 . 旋 度 和 拉 普 拉 斯 算 子 


3.4.1 ЖА 


对 于 --- 阶 或 一 阶 以 上 的 张 量 场 ,可 以 定义 张 量 场 的 散 度 。 
设 征 章 阶 张 量 场 Ф ПАР БЕ ДЕЗЕ КОЛ 
Q = P gg АДЫГ А 
定义 Ф 的 散 度 
div Ф = Y- @ = в -3P = YP plg i EOR O RE URE 
= VA pog B RE g g 
= VA pop BR UO EE (3.4.1) 
EA KE Ф 的 散 度 diy (Pk у - Ф) 就 是 梯度 的 第 .一 .第 二 指标 的 缩 并 ,因此 它 是 
ЕВЕ у ФС. ФЕ ИЖЕ, 
对 于 矢量 场 (一 阶 张 量 场 ) б = yg, ,有 


dive = Ми = ди” + [Ма (3.4.2) 
TF |H ТАТЕ ЗЕР ААТ ЖН, НЕН s БЕ ЕЕ, ES i, 
diye = V -v = 0v = w; (3.4.3) 


这 正 是 场 论 中 矢量 场 r 的 获 度 公式 ,所 以 式 (3.4.2) 就 是 舌 量 场 散 度 的 不 变性 记 法 。 它 适用 
于 一 切 坐 标 系 .而 式 43.4.1) 定义 的 Ф 的 散 度 也 是 矢量 场 散 度 的 直接 推广 。 
而 由 式 (3.2.12) 可 知 


ИЕ Эх 
把 它 代 入 式 (3.4.2) 得 
Что = Ув = Ə,ə* + gy = 9’ + 1 9; ú 
в Әд Ув Эх 
— д + Зуя, _ 1 2 (Ук) < а (Ив!) (3.4.4) 
Әх УЕ x Ув dx УЕ И 


利用 式 (3.4.4) 在 册 线 坐标 系 中 计算 o 的 散 度 是 方便 的 。 

散 度 的 概念 在 流体 力学 中 是 很 重要 的 ,如 果 # 是 流体 的 速度 场 , 则 散 度 就 是 每 单位 体积 
在 每 单位 时 间 内 流出 的 流量 。 而 div (ро) 就 是 每 单位 体积 在 每 单位 时 间 内 流出 的 质量 (p 为 
流体 的 质 景 密度 )。 


3.4.2 ЖЕНЕ 


xF Вх Е ВОЗ БЇ, Пя S СЕ БРА ВЕНЕ 
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设 任意 阶 张 量 场 O ИНЕТА = 
Р = S във? Е" 


定义 Ф НОВ Е 
rot Ф = V x Ф = ро x 2, 
= Wh p. хо) ЕН ЕВ" 
= У t u sma, БЫ СОВЕ (3.4.5) 
上 上 式 也 可 以 写成 
rot Ф = V x @ = =: Ç @ (3.4.6) 


很 显然 , rat Ф 是 与 更 НИКЕ, 
对 于 矢量 场 о = mg ,其 旋 度 为 


ЕЙ &2 Ез 
roty = V x s = Ума, = _ ç, Уу. У: (3.4.7) 
Vz 
Yi Va Dy | 


如 果 把 上 式 进 一 步 简 化 
Ей Tar = e (ам, — Dion) = sQ – sË Deu, 
则 由 于 =” 325 РАНК k Е, mi Гу 关于 指标 ,是 对 称 的 , 故 上 式 中 右 端 的 第 二 项 
为 零 , 所 以 


lg, k 83 
š 1 
rot ç = ЕТ: = Id а, Ә, (3.4.8) 
ы: Vg 
ЫП Pr 5% 
m ЭА ҢЫ ТЕ ТА КАЗАН, Ч z = 1, 故 有 
е е6 е, 
rot s = Ai а, 9. (3.4.9) 
r Ya ta 


这 就 是 普通 场 论 中 矢量 场 的 旋 度 公式 。 因 此 , 式 (3.4.7) 或 式 (3.4.8) 就 是 适用 于 … 切 坐标 
系 的 矢量 场 旋 度 的 不 变性 记 法 。 申 此 也 可 以 看 出 张 量 场 Ф 的 旋 度 rot Ф 正 是 矢量 场 旋 度 的 
直接 推广 。 


3.4.3 ЖЕНА ЕЕ ВЕН ДЕ ДЕ 


正如 我 们 在 前 面 介 绍 过 的 梯度 有 左 梯 度 和 右 梯 朗 之 分 一 样 ,我 们 在 前 面 3.4.1.3.4.2 
中 讨论 的 散 度 和 旋 庶 就 称 为 左 散 度 和 左 邦 度 。 当 然 也 可 以 定义 右 散 放 和 去 旋 度 。 
Ф- V = ЗФ E = VW Вр ВВЕ, g 
= PE М 89 
= пре, Във? g: (3.4.10) 
Фху = 79 хв = У. gg BB g x В" 
= e” „вв, ВР BE, (3.4.11) 
我 们 把 Ф. ху 称 为 Ф KARE, Ф x V 称 为 Ф 的 右 旋 度 。 
+ 100 ` 


对 于 矢量 场 ,显然 有 


V xe = рх Ç (3.4.12) 
但 是 对 于 其 他 的 张 量 场 中 ,一 般 没 有 上 述 的 性 质 , 也 就 是 说 

V e Фу 

V x Ф = - Ф x V (3.4.13) 


3.4.4 “ 张 量 场 的 拉 普 拉 斯 [Laplace) 算 子 


对 于 任意 阶 张 量 场 理 . 我 们 定 文 拉 普 拉 斯 算 子 
V dh = div iv (arad Ф) = У- УФ = g - Ə,(g'Ə,Çp) 
= g + 9, ОА pool EEr EE OEE) 
= 5, “з ИВЕ ВЕ: Т АГЫ А 
М МЎ А (а OTT I BB Вт" 
_ в" Ç TAT pbg E И 


= У’ YA eE Eg BE (3.4.14) 
н 
VY = VV А) (3.4.15) 
是 对 Ф УФ TEK SE НЕ НУ Я Et ‚ИП ДЕ 
У УФ = Ç, ç pek E Eg ge ge (3.4.16) 


的 分 量 , 称 为 $ ^^, 的 二 阶 协 变 导数 。 
特别 地 ,对 于 标量 场 加 = (д) , 它 在 拉 普 拉 斯 算 子 作用 下 的 结果 是 
可 


= g (29,3 ó - Г; 9$) (3.4.17) 
SREE Е ЖК АЕ ЖЕ ЖЕН ARSALAR, FH z“ = ë, ,于 是 上 式 就 简化 为 
үф = 6,299 = 2.2% = % (3.4.18) 


这 就 是 普通 杨 论 中 标量 场 $ 在 拉 普 拉 斯 算 子 作用 下 的 结果 ,所 以 过 (3.4.17) 就 是 标量 场 的 
拉 普 拉 斯 算 子 的 不 变 手 记 法 , 它 适 用 于 一 切 坐 标 系 。 由 此 可 以 看 出 , 张 量 场 的 拉 普 拉 斯 算 子 
《 即 张 痢 场 在 拉 普 拉 斯 算 子 作用 下 的 结果 ) 正 是 普通 场 论 中 标量 场 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 直接 
推广 。 
例 3.3 Е: н, о ЕН, ЕЕ: 
У(и e) = их (ухе) вех (у x u) + # ° (V n) +в - (V u) 
证 归 СЗ ^ 


(еШ) «ую +» чт) 


КГ — {ur [ев (вони. (уь) те: (уш) 


Ф 
= ( “I e. и (ув) о: (уш) чи: (толь: (уш) 


= (и. 2 SE jg 
= Эм +Y ES ii 
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= g' s H `2) 
= V (mu * ©) 
它 等 于 上 式 堪 端 ,从 而 得 证。 


例 3.4 已 知 :ze 28 ЕЕ. 
V x (u x e) = е. (Уи) — (Уи) + n( +в) — u - (V e) 


证 明 ”上 式 左 端 为 


] 9 i Ән i дф 
Ух (m xs) = g xaxa) = z [иже + g x (u < 32) 
ЕН 
= (ео) 98 - (в 5+8 аи — |£ H gi 


оой (2. 98) ае 92) wu. рз 
= #- (Vu) — s(V ш) + и(у - в) — # - (уо) 

它 等 于 上 式 右 端 ,从 而 得 证 。 

例 3.5 НЯ u, rotu =0, diyu = 0. 

ЖЕ: У - Уи = O, 


证 明 AH% | 
Ух (V x 8) = их. Е] 
-Ele 38- le E), le B Ee e 
=- Ee и) els Ц. D) 52:8, 
而 
V(V и) - V - (V u) = р zle 2) #' (8 58) 
= = (35. 35] + sg 52:8.) 
~ 
所 以 上 面 两 式 相 减 得 


У x(V xu) [Ух + и) — V - (va)l 
-38e 28] (28.28) 


7 д 2 дх а 
= 55 x [C er) x z 1 
=- и x (Tu g" x g') 

一 3 x Еге. 
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XAA ew 对 于 指标 i,m 是 反对 称 的 ,而 ,对 于 指标 i,m 是 对 称 的 ,所 以 


"Г = 0 
Вр 
ух (ухи) - [V(V u)- V (уш) = 0 
ҤЕ, ЖП РР ЭП 
ro H = V х\н = Ü 
div # = V ` = Q 
所 以 最 后 证 得 


У ` (Vu) = 0 


"3.5 Rieman 一 Christoffel 3K E ( H 4 WE) - ЖАН 
中 二 阶 协 变 导 数 的 可 交换 性 


3.5.1 Euclidean 空间 与 Riemann 空间 


Euclidean 空间 是 指 Euclidean 几何 学 能 够 成 立 的 空间 ,Euclidean 刀 何 学 是 建立 在 一 些 公 
理 的 基础 上 的 ,这 些 公理 如 两 点 之 间 只 能 连 -- 根 真 线 ; 由 平行 公理 导出 的 三 角形 三 内 角 之 和 
等 于 180° 等 .例如 ,平面 是 二 维 的 Euclidean 空间 .如果 将 平面 进行 弯曲 ,弯曲 过 程 中 仍 保持 
平面 上 的 线段 长 度 不 变 , 于 是 ,平面 变换 成 了 可 展 曲 面 , 如同 柱 面 ， 圆锥 面 ; 这 种 变换 称 为 等 
距 变 换 。 等 中 变换 后 的 二 维 空间 仍旧 保持 了 平面 的 内 在 性 质 ,Euclidean 几何 学 仍 能 适用 ,这 
类 空间 称 为 Euclidean 空间 ,与 平面 不 同 . 像 球 面 这样 的 一 维 空间 中 Euclidean 几何 学 不 能 适 
用 ,平面 也 无 法 通过 等 距 变 摘 变 为 球面 ,所 以 球面 不 起- 维 的 Euclidean 空间 。 

一 维 的 Euclidean 空间 Е" 是 一 根 实数 直线 ,= 个 互相 正 交 的 一 维 Euclidean 空间 构成 п 
Ё Euclidean 空间 Е”, BT UL n # Euclidean 空间 ПУА sa, EJ PL Б п ГА НН FKH (г 

= 1,2,… п) 建立 一 一 对 应 的 关系 ( 称 为 坐标 )。 对 于 Euclidean 25 [8], 改定 存在 一 个 适用 于 
全 空间 的 第 卡尔 坐标 系 ,所 以 Euclidean 空间 也 称 为 稍 卡 尔 空 间 ， 而 其 他 的 坐标 系 与 此 笛 卡 
和 尔 坐 标 系 渗 足 一 一 对 应 的 坐标 转换 关系 。 在 Euclidean 空间 中 喜 线 坐标 系 是 允许 的 , 它 可 使 
£; = const, РАЯ г 二 0, 并 旦 矢量 和 的 点 积 (或 者 说 度量 张 量 ) 有 定义 

H ` D = Uv = guv 

JÁ. п È Euclidean 空间 中 取出 一 个 子 空间 ;例如 从 三 维 Euclidean 空间 中 取出 一 个 二 维 曲 
面 。 在 除 柱 面 , 锥 面 外 的 一 般 曲 面 上 ,Euclidean 几何 学 一 般 不 能 适用 ,例如 球面 上 三 角形 三 
内 角 之 和 大 于 I80?; 在 地 球 表面 ,南北 极 之 间 计 通过 无 数 的 大 圆 等 。 在 工程 实际 中 :也 有 许多 
ЧЕ Euclidean 空间 的 问题 需要 研究 ,例如 薄 卉 结构 分 析 , 进行 复杂 曲面 的 机 袜 划 工时 加 工 方 
法 的 设计 等 。 f 

Riemann 仿照 Euclidean 几何 的 方式 在 曲面 上 建立 了 Riemann 几何 学 ,在 Riemann 空间 
中 ,一 般 来 说 抽 不 到 一 个 适用 РИКИ ЕЖА, 即 找 不 到 一 个 坐标 系 使 Еу = сопзі, 
从 而 Гу = 0, 如 球面 就 是 二 维 的 Riemann 空间 。 


3.5.2 Riemann — Christoffel К (ЖЕ) 


ЕЕ o = og ,我 们 来 求 它 的 二 阶 协 变 导 数 ( 即 求 梯度 的 梯度) 
У: Ve, = Со. _ Гу.) = а, vi. T Гу) 
— Габ; — Г.) ~ Губ, - Г, 
= я T Ги _ Гы. _ Ги... 
一 w (Ds Ë] — ГАР, — ГГ) 
[BBB ,如果 交换 二 阶 苏 变 导 数 的 运算 顺序 ( 即 К, у 的 顺序 ), 则 有 
У; Мил = wu. — Гао. ~ Ги - Гу, 
_ v. (Tš; 一 ISI" 一 Tar) 
MEFR l E psk ЗЕ, 3F E ЖЕ Ф| ТЕЗЕ Н АЈА PE МАЕ ДЕ н] ЗА, Rr 
氏 符 号 对 第 一 .第 二 指标 是 对 称 的 ,于 是 
У. Ма N; Ма = (Га; - Гу. + ГГУ - Га) = 08 (3.5.1) 
其 中 
Юя = PS; Dja + ГАГ, - Г’ f (3.5.2a) 
很 明显 ,矢量 分 有 量 的 协 变 导 数 是 二 阶 张 量 的 分 量 , 对 二 阶 张 量 的 分 量 再 求 . -次 协 变 导数 就 是 
三 阶 张 重 的 分 看 。 所 以 式 {3.5.1) 的 左 端 是 三 阶 张 量 的 分 量 , 而 右 端 是 矢量 与 К, 的 点 积 ， 
由 商法 则 ,可知 R a 一 定 是 四 阶 张 量 的 分 量 。. 通 常 我 们 把 它 称 为 Riemann — Christoffel 张 量 
或 曲率 张 量 , 记 做 R, HIERE A 
R = Ragggeg = (Га, - Гү, + ГАГ, - ГИ ве" (3.5.25) 


3.5.3 RREA rh И dy Et#$ АГ 55 НЕЕ 


由 式 13.5.2) 可 知 ,Riemann — Christoffel К ЕЕ 2 Bt H БЕН хм 
克 氏 符号 完全 可 以 用 度量 张 量 来 表示 ,这 在 前 面 已 经 介绍 过 。 

ЭК, ЗТЯ, ,在 直线 坐标 系 中 克 氏 符 导 全 为 堆 , 因 此 由 式 (3.5.2) прат, ЗК ЕЕН 
分 量 全 为 零 。 即 Riemann — Christoffel 张 量 为 零 张 量 ,以 而 在 其 他 任意 的 曲线 坐标 系 中 , 它 的 
分 量 也 应 全 为 堆 - 这 样 由 式 (43.5.1) 可 知 其 右 端 为 零 , 即 

V. Мл, N; Ма = Ü {3.5.3) 
从 而 说 明了 在 Euclidean 空间 中 ,二 阶 协 变 导 数 的 运算 顺序 是 可 以 交换 的 。 

而 在 Riemann 空间 中 ,因为 … 般 来 说 找 不 到 一 个 适用 于 全 空间 的 笛 卡 尔 坐 标 系 , 使 得 g， 
= const, А Гу = 0 所 以 Riemann — Christoffel 张 量 不 是 等 张 量 。 也 就 是 说 ,在 Riemann 空间 
中 一 般 不 能 任意 改变 二 阶 协 变 导数 的 运算 顺序 。 

总 之 ,Euclidean 空间 与 Riemann 空间 昌 然 都 存在 着 度量 张 量 ,但 它们 的 区 别 是 Riemann 
一 Christoffe] EEG ХР ЧЕ Euclidean 25 jg] th, зк R 为 零 , 而 在 Riemann 25 [a] Ë , Ri 
率 张 量 R 一 般 不 为 零 。 以 二 维 空间 为 例 ,平面 是 允许 直线 坐标 系 的 ,是 Euclidean 空间 ,也 叫 
平坦 空间 ,曲率 张 量 R 为 零 ;但 球面 有 是 不 允许 直 钱 坐标 系 的 , 属 Riemann яз [E| , 它 的 曲率 张 量 
R 不 为 零 ,我 们 说 这 个 空间 是 查 曲 的 。 
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3.6 ”完整 系 与 非 完整 系 。 物理 分 量 


3.6.1 Ж УЗЕ 


在 前 面 的 章节 中 RAEE ЖЕ АК БЕ НИЗ ЧЕ ЖЕ Е БЕ ЕАО, ЖЕНЕ S , ИЗ ЕЭС Bb: 
в; ШАКА r ХЕ хг 的 偏 导数 惟一 确定 . 即 


ar 
z = 55 (3.6.1) 


而 闭 变 基 矢 量 в’ 则 由 对 但 关系 惟一 确定 , 即 
g; ` g = б] (3.6.2) 
按 式 (3.6.1) 由 坐标 确定 的 基 矢 量 称 为 自然 基 矢 量 , 它 们 构成 了 完整 系 .在 完整 系 中 ， 
张 量 的 许多 运算 规则 都 下 以 看 作 是 通常 数量 运算 规则 的 某 种 推广 ,所 以 它 是 张 最 分析 中 最 
基本 的 参考 系 ,但 在 应 用 中 , 它 也 有 不 便 之 处 。 
由 定义 {3.6.1) 可 以 看 出 , 矢 径 + 具有 长 度量 网 ,而 任意 曲线 坐标 不 -- 定 具有 长 度量 


| 
Alel | 中 | 不 一 定 等 于 1, 所 以 自然 基 矢 量 & 不 - - 定 是 无 量 网 的 单位 矢量 .如果 把 


具有 物理 意义 的 矢量 或 张 量 对 自然 枯 矢 量 分 解 , 则 所 得 的 分 量 不 一 定 具 有 原来 的 物理 量 网。 

以 贺 柱 坐标 系 为 例 ,坐标 x = гл = з AKERA, НА |е. | lg | = 1,597 р, 
ез 是 无 量 岗 单位 矢量 ;但 坐标 x* = 8 是 无 量 网 的 ,月 | g. | = r, 因 为 p, 具有 长 度量 网, 是 其 
大 小 随 点 而 异 。 如 果 把 一 个 力 矢量 P е, в.р. 分 解 ,分 量 的 量 急 将 等 于 诛 物理 量 纲 除 以 
相应 基 矢 量 的 量 网 ,所 以 分 量 р’, р’ РНЕ г] ИНО р? 的 量 岗 为 [ F/L])([ L] 3 
ЛААР), А р? 的 大 小 要 比 力 Р ТЕ, 方向 上 的 物理 分 量 缩 小 £. 

显然 量 网 不 统一 对 分 析 物 理 问题 是 很 不 方便 的 ,为 此 我 们 引进 另 一 组 协 变 基 撩 量 во, 
只 要 求 它们 满足 如 下 两 个 条 件 : 

lga li = 1,2,3) 互相 不 共 面 ; 

2. 与 自然 基 矢 量 z, 具有 线性 变换 关系 

Ес = В. В; 3.6.3) 

在 保证 条 件 1 的 前 担 下 ,上 式 中 的 9 个 转换 系数 及, 可 以 根据 物理 分 析 更 为 方便 的 原则 任意 
选择 。 

家 应 地 ,由 对 侦 关 系 


Een * g” = ati (3.6.4) 
ЯВ НОЕ р БЕ ж ЭЙ ЖЕМ Нее Е Jr. 
g” = Вв! (3.6.5) 
也 可 以 证 明 转 换 系 数 81, 和 819 арда F Biri a: Se = 
ВоВ = 815 
Ві. = д; (3.6.6) 


一 般 来 说 , 按 式 (3.6.3) 引进 的 基 矢 量 go 并 不 是 自然 基 矢 最 , 即 并 不 存在 能 按 式 (3.6. 
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1) 惟一 确定 g ПИН «О 。 因 鸭 我 们 曾 在 第 一 章 中 指出 :新 、 老 两 组 目 然 基 失 量 
ge 和 gi 之 间 的 转换 系数 应 按 如 下 两 式 来 计算 


aw (3.6.7) 
Ёё; ЕЕ 2х 
Br = 9%. (3.6.8) 
г = аа 


这 里 每 式 都 包含 9 个 方程 , 当 老 坐标 系 x 选 定 后 РЕ БАЛЕ B: 和 让 就 不 能 再 任意 选择 ,否则 
公理 调整 三 个 新 坐标 x 和 使 之 向 时 满足 9 个 独立 方程 是 不 可 能 的 ,假设 ww 是 对 应 于 自然 基 矢 
Ж gy( 克 式 (3.6.1)) 的 坐标 ,由 方程 式 (3.6.8) 求解 < 的 可 积 条 件 是 
Ba = 5255) = 56099) – Бы (3.6.9) 
如 果 趟 满足 这 个 条 件 , 则 新 坐标 д’ 就 不 存在 ,但 是 现在 式 (3.6.3) (3.6.5) 中 的 转换 系 
数 Bl 或 8” 是 以 方便 为 原则 任意 选取 的 ,并 不 一 定 满足 可 积 条 件 , 所 以 一 般 说 并 不 存在 能 
导出 gi 的 新 曲线 坐标 系 < 2 ,这 种 上 只 有 基 矢 量 而 不 存在 相应 曲线 坐标 的 参考 系 称 为 非 完 
整 系 , 基 矢量 go fü ш? 分 别称 为 非 完 整 系 的 协 变 基 矢量 和 道 变 基 和 失 量 。 为 了 区 别 于 完整 
系 , 相 应 于 非 完整 系 的 指标 一 律 加 圆 括号 。 
与 第 一 章 相 似 ,存在 如 下 一 系列 关系 式 。 
完整 系 基 泉 量 用 非 完 整 系 基 矢量 表示 的 转换 关系 娘 
g = Вів” 
2: = Вв (3.6. 0} 
ЧЕЗ Я BF ШЕСИ Bia ay ИЗ BL BU SE 3 Ж 
Ec = Во * Бер 


в? = g” - g” (3.6.1la) 
相应 度量 张 量 协 变 分 量 的 行列 式 为 
бан Вах» Ema 
р = | Eou оф оиз) | = lgi Em gal {3.6.11Ъ) 
Биз) Явно a) 
利用 度量 张 量 可 对 基 矢 量 进行 指标 升降 , 即 
g® = д9 gyp 
Ew = 800008 (3.6.12) 


非 完 整 系 与 完整 系 度 量 张 量 分 量 的 转换 关系 为 
вонр = В) Вы 
eQ) L ди (3.6.13) 
度量 张 量 的 并 枯 展 开 式 仍 保持 对 于 坐标 的 不 变性 , 即 
G = gE E = вв; 
= gupp g” = Epi ge (3.6.14) 
К ç 的 分 解 式 为 
v= uE, = vg = vB = vyg" (3.6.15) 
v BJ Hk BU TE n FEE e ЖОН 
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(0 
о = Еур 0 


у = Bg Hj) (3.6.16) 
пЗ А SJ ЧЕ УЕ НКИ v 的 分 量 的 转换 关系 为 
р і = К ri 
осу = Вов 
= Pige” 
ш = В (3.6.17) 


张 量 了 的 并 基 展 开 式 为 
T = ThugBE RE = 7 
= Т oO g ВЕ Е = ^^ {3.6.18) 
тє ҖЕ А НЕЕ Ч Т 的 分 量 的 转换 关系 为 
г. о = PPRP BioBio Tiu 
н = = Bio Btn Pr Br Ти D (3.6.19) 


ЛЕОН Н, ЕНОТ dr 是 一 个 矢量 。 按 式 (3. 5. 让 ), 它 的 分 解 式 为 
dr = Че, = 可 gip (3.6.20) 
但 这 时 并 不 存在 坐标 x* ,所 以 ас 0 并 不 表示 坐标 x D 的 微分 , 它 只 是 由 如 下 转换 关系 定 
义 的 ,完整 系 坐 标 微 分 dx 的 一 种 线性 组 全 
Ча? = ал 


3.6.21 
dxf = ВА, 4х9 ( ) 


3.6.2 PHDR 


设 已 知 一 组 任意 曲线 坐标 x' 导出 的 自然 基 矢 量 g， = z 一般 来 说 ,它们 并 不 是 无 重 网 


的 单位 舌 量 ,也 不 一 定 互 相 正 交 。 为 了 便于 对 物理 问题 进行 分 析 .通常 引进 另 -- 组 非 完整 系 
HEERE е; ,它们 是 和 自然 基 矢 量 g, 同方 向 的 无 量 岗 单位 矢量 , 即 令 


go = Z= ГЕ: = Fre = Kog 《对 i 不 求 和 ) (3.6.22) 
0, Е} 
И = | r. эщ рош j (3.6.23a) 
ён 


НРУ ва = V 8; в, 是 自然 基 矢 量 & ПОНЕ EA EAE ЕДЕ 
求 和 的 约定 取 和 。 例 如 , g; 表示 度量 张 量 的 第 i 个 协 变 对 角 分 量 ,而 不 是 三 个 对 角 分 量 之 和 。 
式 (3.6.23a) 的 变换 系数 矩阵 为 
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м бп 
. 1 
[Bin] = 0 У О (3.6.23) 


与 go 对 侦 的 逆 变 基 矢 量 p° 证 由 对 偶 关 系 
ga g” = 88 
得 到 -由 起 (43.6.23hy AERA 


g” = М Bng = mg (x: i АЖ) (3.6.24) 
в = { — "Ñ = 1 (3.6.25а) 
Sii t = J 
式 43.6.25a) ВУ RAEE 
Ув 0 0 
[9] =| 60 Уд 0 | (3.6.255) 
0 nD ми | 


对 于 任意 曲线 坐标 系 ,一 般 说 按 上 述 方法 选择 的 非 完整 系 的 协 变 基 矢量 g,， 是 一 组 互 
不 正 交 的 无 重 纲 单 位 矢量 . 道 变 基 矢量 g' 也 是 无 量 网 的 ,但 它 既 不 正 交 也 不 是 单位 撩 量 。 

对 于 一 个 任意 的 矢量 v, 它 在 完整 系 中 的 分 解 式 为 

p = og; = vg 
其 中 分 量 o 或 wm 一 般 不 具有 该 物理 县 原来 的 量 网 。 但 如 果 该 和 失 量 对 上 述 非 完整 系 分 解 为 
е = s g = vyg” 
那么 由 于 go Ag” 都 是 无 量 岗 的 ,所 以 分 量 v” A voy EJE St о ЗЕ i 
果 按 物理 学 中 的 平行 四 边 形 法 则 ,把 矢量 о 沿 非 完整 系 基 矢量 &,， 和 БФ 的 方向 分 解 , 则 
Eo 方向 分 量 的 大 小 就 等 于 逆 变 分 量 О] gO 方向 分 量 的 大 小 并 不 等 于 协 变 分 量 w，, 因 
为 g') 不 是 单位 矢量 。 故 通常 把 非 完整 系 逆 变 分 量 oC 选 作 矢 量 p 的 物理 分 量 .把 式 (3.6. 
25а) 代 人 式 (3.6.17) ,就 得 到 物理 分 量 o MAERA v 间 的 转换 关系 
v? = V gu = V ва”, 
и = =="? (对 ERRA) (3.6.26) 


对 于 一 个 二 阶 张 量 了, 它 在 完整 系 中 可 以 分 解 为 
T = Tigig, = Tagg = T gg = T g'g; 
一 般 来 说 上 述 完整 系 分 量 并 不 具有 原 物 理 量 网 如 果 把 同一 张 基 实体 对 非 完 整 系 分 解 为 
T = TPP g gu = Tag = Тво = Т g gy 

则 上 述 四 种 非 完 整 系 逆 变 . 协 变 和 混 变 分 量 都 具有 原来 的 物理 量 纲 。 究 竞选 哪 种 分 量 作为 物 
理 分 量 应 根据 具体 物理 问题 来 定 。 

СЛУ К в ХМ, НЯ 1.9 知 , 在 变形 体内 性 意 点 处 ,作用 在 外 法 线 矢量 为 n ВЫ 
ЕІ БАЛЕК Р 与 应 力 张 量 @ 之 间 满 足 张 如 方程 
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Р = o-n (3.6.27) 
Wilt 25 SE HL IU PB Sy БЕ ЕЕК 2 Bt ,所 以 
Р = Рве 
в = п реа) 
ПИ а ЖА ли НЫ ЕЕ = 分 解 成 | | 
с = сов 


EEE Р, п, с 的 表达 式 代 人 式 (3.6.27), 得 


0) (¿ik ER) 800 


Р gw = 028008 ` n) go = daph С) Кой 
= очуп go 
所 以 物理 分 量 之 间 的 关系 为 
Р = дуп (3.6.28) 
它 在 完整 系 中 的 关系 式 为 
P' = g' (3.6.29) 


完全 相似 .所 以 当 二 阶 张 量 与 右边 某 矢 量 相 点 积 时 ,选取 混 变 分 量 Tt, 作为 物理 分 量 是 比 
较 合理 的 。 

将 起 (3.6.23a) 和 式 (3.6.25a) 代入 式 {3.6.19) ,就 可 得 到 物理 分 量 与 完整 系 分 量 之 间 
的 转 挤 关系 为 


12.2 
Т) = Вв Th = [OTT ОФА, ЖЯ) (3.6. 30а) 
А ви 
р а Сд) { g сж) | 
Ta = Въ В: Т =d Тер (РА, Г ЛЕ) (3.6.30b) 
БЕ 


3.7 正 变 曲线 坐标 系 中 的 物理 分 量 


在 对 许多 物理 ,为 学 问题 进行 研究 时 常 采用 止 交 曲线 坐标 系 ,此 时 前 而 所 述 的 公式 就 可 
以 得 到 简化 。 


3.7.1 ESEE 


上 所谓 正 交 曲 线 堂 标 系 就 是 三 个 协 变 基 矢量 z, ВНАНЕ Я, ВЕЛЕ Ж 
g; = ЕВ = Ü (¿>= j) (3.7.1) 
但 它们 不 一 - 定 是 单位 矢量 ,为 此 我 们 将 基 矢 量 单位 化 , 令 


Ë = ® бл ¿í AFOB) 


则 go) 就 是 一 组 标准 正 交 基 。 我 们 把 用 gen 构成 的 标 架 称 为 物理 标 架 .显然 只 有 由 正 交 直线 
华 标 系 ( 特 别 是 正 交 笛 卡尔 坐标 系 ) 所 得 的 物理 标 架 是 完整 的 以 外 ,其 他 的 正 交 曲线 坐标 系 
都 是 非 完 整 标 架 。 
物理 标 业 在 空间 的 每 一 点 处 确定 了 一 组 标准 让 交 基 ， 因此 在 每 一 点 处 所 定义 的 张 嫩 都 
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муб -Е ЗЕЕ , JA IE EB AEREA т] RA Fin. СРЕ, ЕЖИК Ф TE 


HEA F НО ЕЕ OH S SA 
Ф = Bes Bn Be ЕЧ 


其 中 é. MEIKE Ф 的 物理 分 量 。 

3.7.2 ERRER M {Christoffel 符号 】 

由 于 正 交 曲线 坐标 系 的 度量 张 量 z; = 0i >= 及, 因此 它 的 克 氏 符号 将 得 到 简化 。 我 们 
FA 


(3.7.2) 


H, = Ман 
H, = w En 
H, = Y въ (3.7.3) 


通常 把 H, , H, , H, 称 为 拉 梅 {Lam’e) 系数 ,于 是 , 完 氏 符号 就 可 用 拉 梅 系数 来 表示 。 
由 式 {3.2.7a) 
Га = T (ва + да; — 可 


可 以 得 到 第 一 类 克 氏 符号 
Га = 0 (zj 互 不 相等 ) 


1 о, 
Ге =- 8и; =- (Н.Н), {i æ j, Xf i К) 3.7.4) 
Pa = Га = увы = ACA), (对 :不 求 和 ) 
同 理 , 由 式 (3.2.7b) 


Г; = T =^ (ви. + sj- Zya) 
772448 38 RARAS  3EFE3S I 


5 = Bii 
ГУ = (ijik EFR) 
; 1 1 . | . 
Г Dp Bit 2н, E) (Ci = 1: 对 i 不 求 和 ) (3.7.5) 
Ё Е 1 А 
Гу = Гр = іва, = JHH ЛИ 《对 i 不 求 和 ) 
对 应 的 物理 标 架 与 完整 标 架 之 间 的 关系 为 
£ = На), в. = НЕ бу, gs = Н.Е (3.7.6а) 
1 І 1 3 
£ = H EN g = HED? £ = TEO (3.7.6Ъ) 


3.7.3 不 变性 微分 算 子 的 物理 分 量 
1 .标量 场 

设 有 一 标量 场 
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f = /(='!,x”,x*) 
它 的 梯度 是 
grad f = YJE = / 
JE (3.7 .6b) 16A BI 
grad f = HEO = зво + fa Em + ЕЕ (3.7.7а} 
由 上 式 知 ,标量 f 的 梯度 grad ЕН) 的 物理 分 量 为 


(grad /)a, = нз 
(grad f) = йа 


(grad f). = PAE (3.7.7b) 
ВР zt (3.4.17) 给 出 , 即 
Vf = 有 (FT 
考虑 到 在 正 交 系 中 z" = H I >= s), ВРЮ 
Vf = Оз - ГАЛ) + Taf + 二 Ca = DR.) 
把 式 (3.7.3) 和 式 {3.7.5) 代 人 , 先 看 上 式 右 端 第 一 项 
ZU 一 Piafa) = Z Ca 一 ГУУ, 一 Га 一 TS f.) 


-A о 1 
= Нн,“ 一 ZH H, Нал. + 5н.н. (НН, ) 212 


1 
+ 2, H, *' Н) эў] 


" 


1 2H,H,, 2H, Hio 2Н\Н\з ) 
(У -ZA B, + ЭНН, №2 + оннга 

1 [ Н... H H, HiH, J 
Н.И, ны 一 Н, Ja + H, R, fa + H. E. fs 


同 理 , 右 端 第 一 项 
1 r 1 2 ү 
Bz fn Pafe) = И» _ Г», _ Г}; 一 T> fa) 


_ S _— S і 
HH Sa + PR A, m) afa 一 2н.н. F H,) afa 


1 
+ УНУН, ЄН) fs] 
1 [ 2H,H,., 2H, H; 2H,H;s 
ЯН, (а + энн, f: ЭН, R, 2 + 2e fa] 
E Н H Н> H, Hza 


= == + H, H, Жа 一 H Se + Н.Н; fa) 


il 


而 右 端 第 三 项 
] r 2 a 
в - ГЫЛӘ = fn hfa Thfs Гуз) 


` lil > 


最 后 经 整理 简化 后 得 


Ч?Й = H, 二 元 | [ Fa), + (SE), + (еу) ] (3.7.8) 
2.89 
BEREH | | 
а = ag = ав, = aago 


НН (3.7.66) 有 
a, = Надо (3.7.9) 


它 的 梯度 由 式 (3.3.15b) 知 
= Vag'g = (да, — Phae)g'g' 
把 式 43.7.5) . 式 (3.7.6b) 和 式 (3.7.9) 代 人 上 式 , 就 可 以 得 到 矢量 场 梯 庆 的 物理 分 量 。 现 在 
我 们 来 计算 其 中 一 项 .如 (Ge ,因为 
(ча). к = Via, g'g' = (da - Гра) g 


所 以 
(Fa) = Га, (HR, na) — Г.Н, аа) 一 Гу Н.а 一 Ги На] И H, T 
[ңә H zp p (H H), (А, H) 
= нні er + Ha Gg - 5н. n, Th ii, На ETA H, 12.2 ау 
+597 H. -( H. R.). aH а | 
2н, H, 2H, H. ZH, Н; 
= Z| н.о, аду + Над, 一 онн Hao + SEE. H ао + ОЙУН, Н, Haw] 


mt Н, Н,. Н.Н, 
N mT, ндо + Нац) - Шаа + m, to t- H. "š ae | 


i Н, Н, н, Н, 
= Н, | Н.Э, ao 十 ш,” ах + ао | 


= Н, БЕН, PMA Za + ИН уау + H, H, a) J 
用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 得 到 其 他 8 个 分 量 


(V a)o = Шунун, H, B 8, а» + Н.Н заз + Н.Н, а] 


Е 
- Ë 


ХУ а Уз, = Н, ж" Н.Э азу + Н.Н; уау + Н, Нас)! 
(^а) = TH [Н.Э асу — Haag ] 
(Va), = = i [Ha an ~ Нуу абу} 


(уа): = НОН, T LHJ азу — Haam ] 
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1 
(Va)a = н H, B Sau 一 H, au | 
I 


(ҳа). = нын! Hae — Н» ау! 


(ХУ аъ = нь, ae _ Н, з а‹зу 1 (3.7.10) 


求 出 了 矢量 a И ху а 的 物理 分 量 后 ,再 求 а 的 散 度 和 旋 度 就 方便 了 。 因 为 a 的 散 度 
就 是 式 {3.7.10) 前 面 3 个 分 量 之 和 , 即 
diya = (Qalan + (V a)> + (V aba 


= И [ннд ao + H, H, au + H, Над + Hs H 29, nuy + НН зас 
Н, Н.Н, 


+ H. H,, ao + HiHadsaco + Н.Н, за + Н.Н заз] 
= HHL (ВВ, ав») +9,(Н.Наш) +а, (H, Наз)! (3.7.11) 
矢量 а 的 旋 度 的 物理 分 量 也 可 由 式 (3.7.10) FARE. h rot a 的 定义 可 知 , 该 矢量 
在 Е, в.в) 方向 的 分 量 分 别 为 
(уа) оз — (е) 
(Valen - (Ма) 
(Valan - (Ҹа) 


所 以 有 

(rot a), = gaU ew) — (Ham) 3] 

(TOt @ у = ин Cao) — (На). ] 

(rot a'a = F S hew) 一 CH.,ao). ] (3.7.12a) 
当然 也 可 以 写成 以 下 的 矢量 形式 


|m so Higa, Нес) 
а, а, д, 


(3.7.12b) 


Нас, ОН, m H; aç) 
其 实 上 式 也 完全 可 以 由 式 (3.4.8) 直接 得 到 。 
当 拉 善 拉 斯 算 子 作用 于 矢量 a 时 ,得 到 一 个 新 矢量 , 它 的 物理 分 量 相 当 繁 复 。 般 我 们 
采用 王 述 公式 计算 比较 方便 
Via = grad (div а) - rot (rot a) = V (V - a) — уох (чу xa) (3.7.13) 
КАК А Е IE ЛЕШ ХАКЕР ПЕНН Враг. 
ТЕШ F AC ЖАНР. БОЕ 
rot (rot а) = rot (к а, 6.) = ва (еа). 
= EE Т, рё: = ш a t, ре; 
= (дб _ 8,8.) а, e; = (а; 一 aple, 
= (а;.;), е: _ (ае); = grad (div a) - Y'a 
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所 以 证 得 式 (3.7.13) 
ху?а = grad (div a) — rot (rot a) 


式 (3.7.13) 的 右 端 各 项 计算 已 无 困难 ,但 需 具体 写 出 用 ac, 和 拉 梅 系数 表示 的 展开 式 还 是 
相当 麻 糯 的 ,我 们 将 三 十 一 节 中 对 特定 的 物理 标 架 导出 其 具体 表达 式 。 
3. ЗЕ 
РВК, Till ЕЛИН ҮТ НОАК ВЕРУВАЛЕ РА ВЕ ЕЕ, Ее E. Hë 
ERLE БЕЯН ZPE 
P = бек = W. Ec Et 
由 式 (3.7.6b) 可 得 
# = НН) (3.7.14) 
它 的 梯度 为 u 
grad Ф = УЕ = ($B, - Гаф, - Го 
将 式 (3.7.6) 和 式 (3.7.14) EA LERI 
grad Ф = ҥн! снн). - TH, E$ 


一 TyHH $y Ig gen Ес (3.7.15) 
它 是 个 三 阶 张 量 ,由 上 式 就 可 以 给 出 27 个 物理 分 量 。 
Ф 的 散 度 就 是 式 (3.7.15) 中 第 -一 个 指标 s 和 第 二 个 指标 缩 并 的 结果 , 故 有 


НТН): - Н.Н - THH $a lgo (3.7.16) 
ыы эбе 


上 式 给 出 了 diyv 外 的 3 个 物理 分 量 。 对 每 一 个 物理 分 量 即 7 取 定 一 个 数 .; 和 r 都 是 旺 指标 ,全 
部 展开 将 有 27 项 之 多 。 具 体 的 讨论 我 们 将 在 下 节 中 进行 。 


div Ф = 7- @ = 


3.8 常用 的 物理 标 架 


常用 的 正 交 坐标 系 有 向 卡尔 坐标 系 “圆柱 坐标 系 (平面 问题 中 的 极 坐 标 系 是 其 特例 ) 和 
球 坐 标 系 。 本 节 讨论 上 节 中 给 出 的 物理 分 量 公 式 在 这 些 正 交 坐 标 系 中 的 具体 表达 式 。 


3.8.1 正 变 笛 卡 尔 坐 标 系 


由 正 交 笛 卡 尔 坐 标 系 得 到 的 物理 标 架 是 完整 标 集 ， 它 是 最 常用 .最 简单 ,也 是 最 重要 的 
一 种 物理 标 架 。 我 们 常常 在 笛 卡 尔 标 架 中 推导 出 张 量 方程 :然后 写成 不 变性 记 法 ,这 样 就 可 
适用 于 所 有 的 坐标 系 了 。 

由 于 笛 卡 尔 标 架 本 身 是 完整 前 ， 因此 所 有 物理 分 量 的 指标 均 可 去 掉 圆 括号 .单位 正 交 基 
仍 用 e .es е, 表示 ,在 此 标 梨 下 有 


А = x = x; 
2 

Ү = x = x 
3 

т = x = А 


而 且 
H, = H, = Н = | 
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Гр = Га = 0 (HE i,j,k) (3.8.1) 
tH T w КАРАБА AE, ES] IE Eat Sp С-Б 28381 Ы 91—00, [ЛП Hamilton P£ f V ЖЕ 
Pri уху? 作用 于 任何 阶 张 量 时 ,都 只 县 有 一 种 表达 式 , 即 


V = елд t 6 че, 3 = Т (3.8.2) 
2 = 2 2 2 2 
У? = эм + 25 + э 7 эм + 二 t эг (3.8.3) 
对 于 标量 场 f(x%,), 它 的 梯度 和 拉 普 拉 斯 算 子 为 
grad f = УХ = у.е, (3.8.4) 
V f = fa (3.8.5) 
对 于 矢量 场 a = gaie;, 它 的 四 种 不 变性 微分 算 子 为 
grada = Va = а, ее, (3.8.6) 
diya = Ç -a = G; (3.8.7) 
rota = V ха = еда, е: (3.8.8) 
Va = div (grad a) = а, це, (3.8.9) 
对 于 二 阶 张 量 场 Ф = fee, CHREN 
div Ф = v - Ф = $, e, (3.8.10) 


在 连续 介质 力学 中 ,这 些 么 * 式 都 是 常常 要 用 类 的 。 
3.8.2 图 福 坐 标 系 
三 此 坐标 系 中 ,我 们 仍 记 


如 图 3 - 1 所 示 。 
由 第 - 章 习 题 一 中 1.5 的 答案 知 ,在 圆柱 坐标 系 
Ф, ВБ Е 
8: = соз + тб 
Вз = — Ганы + rcos@j 
Ёз = K 
其 中 г, ОБУКА HH 3 个 单位 矢量 ,因此 
H, = ЛЕ РА = ww соз? 0 + sið = 1 


Н, = Ме. г е. = w rsin L сов Ө = р 


= УЕ ` Вз = 1 (3.8.10) 
т 公式 (3.2,4) 可 知 图 3- 1 MERK 
Piz = Pm = r, Р, =— ғ 
I", 一 一 г Г = гё = 二 (3.8.12) 


其 余 未 列 出 的 克 氏 符号 全 为 零 ( 除 对 称 指 标 外 )。 Зрение зу 


o 
Kua = r 
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вор = 8° 
Zo = K 
1. 7 
对 于 标量 场 f = Ка) = /(r,0,z) 
其 梯度 可 由 式 (3.7.7a) 得 


1 1 1 
grad f = На + p, a 80 + Ж, 


| 
У: = HHH, 


2. REH 
对 于 矢量 场 я = Зоб; = ar” + a0? + и. 
其 梯度 ea 的 9 个 物理 分 量 可 由 式 (3.7.10) 得 


а 
(Ха) ау) = э, 


L (Зав 


(а) = р 20 + а, | 


(ҳӯ а) зз = 3z 
(Vaaz = 3, 
1 


(Ҹа) = (52 一 as) 


(V a)as = Эр 


да. 
(Маа) = сэ, 

1 За, 
( V а) оз = F 29 

Зав 


(ҹа) = By 


REH а 的 散 度 可 由 式 (3.7.11) 得 


: За, 1 За, 1 За 
diva = ar 十 了 89 + ar + dz 
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(3.8.13) 


(3.8.14) 


(3.8.15) 


(3.8.16) 


z (3.8.17) 
r 
它 实际 上 就 是 式 (3.8.16) 的 前 三 项 之 和 。 舌 量 场 а 的 旋 度 的 3 个 物理 分 量 由 式 (3.7.12a) 得 


1 да, дав 


{rot a) = т 38 一 Bz 
За, да, 
(rota) = 2; ` ar 
Е Ə(ra) 1 да, 
(rot a)i = x — 一 > 28 (3.5.19) 


REH a 的 拉 普 拉 斯 息 子 可 按 公 式 (3.7.13) 算出 .因为 
V'a = У(У - a) — V x (V x a) 


ТА ЗИ + a = div а 由 式 (3.8.17) 给 出 】 


дш. 1 2, 9 )(= 1 1 даг 2а.) 
YV а) = (Fr + 1.289 + Fk аг t г + 90 3 
2 а, 1 За, 1 1 За, 1 Ə as Fa, jz 
= (55 trar Pv a0 t r So0 t doz 
(+ Pa, 21 2а, 1 Fa 1 e he 
tF 3730 t ғ? 20 + r: ag? t 90954 


(22 1 За, 1 Pa а.) к 
+ Эха * 了 az 十 了 203; + 3z 


而 它 的 右 端 第 二 项 即 为 rot (rot a) ,所 以 可 以 把 式 (3.8.18) 代入 式 (3.7.12b) 


r° 79° k 

а 2 Ə 

rot (rot п) = | э} 59 3; 
(rot a) rirot а) у (rot a)i 


г 


г 209г + ri 20 ~ т? 999: ` 2Z + Эз; 


= | і дф 19а 1 Ža, Pa 2а jz 


1 Əa, а? а, 2° as 1 2а 1 1 7 а, 1 За, 0 
+ == — зэ - + а + д — 9 б 
г 9:90 ах ағ r Әг ғ г 2rƏ8 yP 20 
| Pa, 2?а, 1 За, 1 да, 1 2а, 1 Pas )к 
"idras 7 э t y az Tar ` Z 38 + 545. 


把 这 两 项 代 人 式 (3.7.13) ,就 可 得 到 ?a 的 3 个 物理 分 量 


2 
(а) = Аа, - Ча, 2 5а 


г г? 90 
1 За, 
(Ма) = Аа, - = @в + & 32 
(Vao = Aa, (3.8.19) 
其 中 
а? 1 3 1 2? а? 
А = ол ty ər t э + эў (3.8.20) 
它 就 是 作用 于 标量 的 拉 普 拉 斯 算 子 。 
3. в 


iR ЕН в | 
Ф = Ф.в: = Ф. + Par O" + par k + $a Br + Po O + bad Е 
+ Ф.А + ó KO) + ЗАК 
其 获 度 可 按 式 (3.7.16) ,把 拉 梅 系数 和 第 二 类 克 氏 符号 直接 代入 , 即 得 本 * 下 的 3 个 物理 分 
H 


1 Ə(r#,) 19% 2%. $ø 
(V Do `r ar ят g + 3z r 
Әб.) 128 a$ $ 
(V Bo, = 1 эү" + — эр + 52 + "i 
Ə( гё, 1 ая 2$. 
(У + Фф), = L Jz ) z 58 Jz (3.8.21) 


3.8.3 БАК 
在 此 坐标 系 中 ,我们 记 


如 图 3 -2 所 示 。 


3-2 ЖА 


由 第 一 章 习 题 一 中 1.5 的 答案 知 ,在 球 坐 标 系 中 , 协 变 基 矢 量 为 
£, = віпбсовфі + sinfsing + cos8k& 
g: = гсозбсоѕфі + гсозбѕіпфў ~ rsin8k 
Ез = — rsinfsingi + rsinĝcosgj 
Жр 4,1, к ХИН F К ЗЕЕ ВО з 个 单位 矢量 。 因 此 


Н, = Ма в, = sin? feos p + sir Osin p + соз @ = 1 


Н, = “=, ` FA = \ г? соз? Geos ф + г? cos? Osin? g + гївї?@ = г (3.8.22) 


H, = / ву ` gs = а Өт ф + г?зіп? Өсоѕ? ф = rsing 
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根据 厂 氏 符号 的 计算 公式 (3.2.4) 可 知 


Tm = ғ, Гіз = ғә? Ө, Гу = r 2sin8cos@ 
Гы = r, Гы = - ғап, Гы = ~ г віпбсоѕб 
Г» = - ғ Г, = - төш ĝ, ГЇ, = – зтдсов@ 
гъ = Dh = +, Гы = соб 
其 余 末 列 出 的 克 氏 符号 全 为 零 ( 除 对 称 指标 外 )。 并 记 物 理 标 架 为 

Em = r° 

Em = 0° 

Em = Ф 


1 .标量 场 
其 梯度 可 由 式 (3.7.7a) 得 
Fr + 519 а 
grad f = ° а “+ ыр ЗГ" 
其 拉 普 拉 斯 算 子 由 式 (43.7.8) 得 
2r 1 ага I af. „Әд 1 9? 
У T (5 51) + rsing ggl sing AE EERTE 
2.к 899 
对 于 矢量 场 а = суйыл = ал" + a + а, 
ЖЛЕ у a 的 9 个 物理 分 量 可 由 式 (3.7.10) 得 
(Va), = = 
(Fahm = 上 [2 十 а.) 
(V alan = -i = + 1 2 + соб, 
(Мау) = 2 
(Va), = 1(2= _ as) 
(Ta) = = 
а 
(Мадар = Т, т Fa, 
(Vagn = = e 一 eba, 
矢量 场 a 的 散 度 下 由 式 (3.7.11) 得 
diva = 1 2(г?а,) 1 2Ə(sin@a;) 1 9а, 
Tř ar rsing Ə8 rsing 5Ф 


{3.8.23) 


(3.8.24) 


{3.8.25} 


(3.8.26) 


(3.8.27) 


(3.8.28) 
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矢量 场 а 的 旋 度 的 3 个 物理 分 量 为 


1 Ə(sin@a,) 1 да 
(rot а) ау = rsin ag  rsin0 ЭФ 
1 Эа, I al ras) 
{го а) = rsin аф = r дг 
Ə За, 
(тоба) = L Cras? 一 L Т (3.8.22) 
矢量 场 а 的 拉 普 拉 斯 算 子 可 按 式 (3.7.13) 算得 它 的 3 个 物理 分 量 为 
2а 2 (вт да, 2 ða 
2 т _ 一 — 一 £ 
(V'a)a = Да, – г? rsing 28 7этд дф 
> 2 да а, 2cos до, 
(V aa = Аа, + 339 - Пр erg др 
, _ 2 да, 26089 9% а, 
(ху G) a) = Аа. + тб аф БЕРТ дф гані (3.8.30) 
其 中 
1 Ə 2 а 1 2 , J i а? 
А = r? AE 区 | + ғ? пб эй sin0 58) + rsin @ аф? (2:8.30) 
它 就 是 作用 于 标量 的 拉 普 拉 斯 算 子 。 
3. ГЗК НЕ 
设 二 - 阶 张 量 场 
T = Tipliga = Tar’r + Ta r 0° + Tor p + Ts0°r° + TyO°0° + TA p° + 
Тф r” + Т.ф 0° + Т„Ф° ф° 
НЕЕ Р (3.7.16) 得 
1 2021.) р Ə(sin0F,) 1 әт, Te +T, 
(V - Та, = > FEP rsin 29 t reing дф 7 r 
і ə( Те) 1 Ә(зіпбть } _ 1 ӘТ, Ta 一 сат 
(V Tja = 2 EP. rsin 20 t rsing аф | г 
1 (PT) 1  Ə(sin0T,, ) J ӘТ Т + сибт, 
Ура + рый od + ,ing Jọ ` r 
(3.8.32) 
"3.9 积分 定理 
3.9.1 ”预备 知识 


LEHRE de KAREA dh Ma 的 面 素 , 则 | da | 等 于 该 面 素 的 面积 ,而 de 的 方向 为 面 


率 的 外 法 线 方 向 , 则 沿 此 封闭 曲面 da RGAE 


$da = 0 


(3.9.1) 


上 式 囊 以 这 样 证 明 :和 任 取 一 个 平面 如 图 3 — ЗАРА, ВЕНЫ, К.Ж da 
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在 平面 上 的 投影 为 


da 
k - da 
显然 ,此 投影 沿 整个 封闭 曲面 的 总 和 (代数 和 ) 应 为 零 ， 
Вр 1 
1 
фк -da = 0 


M k EARE, 
фк - da = k. baa = 0 


УНТ k BESHE, ЕТЕ ДД ВЕЗ-3 封闭 曲面 的 面 元 矢量 


fda = о 


2. 
5276/86) = (дк), = Q (3.9.2) 
上 式 可 以 这 样 证 明 ， ARG., 2.11) 和 式 (3.2. 12) # 
Бове" = Еа ada E = Eg ага 


_ ма : эу, š 
у, Ja +E 
式 (3.9.2) ЛИГЕ E ЗЕЕ Е. 
考虑 一 表面 为 Aa 的 曲面 微 元 侠 ДУ, Aa 由 长 度 分 别 
为 ах 的 三 对 尘 标 曲面 构成 ,如 图 3 — 4 所 示 , 将 左 侧 面 的 
大 小 方位 用 矢量 Ча, 表示 ,ga 的 方向 沿 左 侧面 的 外 法 
线 , 而 大 小 正比 于 左 侧 面 面 积 ,同样 用 det А ШШЩ. 
由 式 (1.9,1a’) 可 得 


= 0 


daz =- gdr? x gsdx’ = - / кр dx? йл? 
Шз-4 ШЛАК Чаң = L gg + 526 gg Yaz! da? аа? 
类 似 地 ,我 们 还 可 以 写 出 
Чат =- gidx! x gada? = -~v gg`dx' д? 


Ə 
аа: = [V ве? + ах? (М ак? dr | чл" дл? 


Зав =- gdz’ x руүйх! = — vw pg dx da! 
de 后 = [V ze + FC ge ) aw] drda’ 
故此 曲面 微 元 体 的 耐 素 da 之 和 为 


Е а а ә, = 
2; da = [CV а”) + 52 ве?) + 5.3“ gg’) | dx' Ча? дд? 
д 一 
= sz ав‘ )dx! dx? dz (3.9.3) 
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而 式 {3.9.1) 已 经 证 明 > de = 0, 于 是 得 到 式 (3.9.2)。 该 式 的 几何 意义 实质 上 与 式 (3.9.1) 
是 相同 的 , 即 封闭 区 城 的 面积 矢量 之 和 为 零 。 | 

也 可 以 这 样 理 解 式 43.9.1) 和 式 (3.9.2) 的 物理 意义 , 设 一 个 表面 为 a 的 封闭 容器 受 均 
匀 分 布 的 内 压强 P, 册 该 容器 所 受 的 力 的 主 秋 量 必 为 堆 ., 即 


fpda = Ü 


消去 非 零 常数 p РИН (3.9.1) ЕН аке агн Э ВЕН 42 = 1,2,3) 的 
坐标 曲面 构成 , 旭 

p > da = 0 
消去 因子 рах! л? л? 后 就 可 得 式 (3.9.2)。 


3.9.2 Green 变换 公式 


Green 变换 公式 给 出 了 张 量 函数 的 体积 分 与 封闭 域 的 面积 分 的 变换 公式 ，。 
车 在 三 维 空间 的 体 域 r+ 上 定义 有 n 阶 张 量 场 函数 后 (nm 为 任意 正 整 数 或 零 , 体 域 的 外 表 
面 为 с, dy 为 体 域 上 的 微 单元 体积 ,de 为 微 单 元 表面 积 矢 量 ( 如 图 3 — 5 所 示 ) Ш 


[ay уФ = faas (3.9.4) 


Стееп 变换 公式 的 证 明 方 法 如 下 : 

以 无 数 坐 标 曲 面 分 割 体 域 了 ,可 将 分 割 为 两 尖 体 积 微 元 ， 
一 类 为 如 疼 3 - 4 所 示 的 “完整 " 体积 元 AV, 其 表面 为 Aa B 
全 由 三 对 坐标 曲面 所 包围 的 体积 元 ); 另 一 交 是 在 三 维 体 域 边 
给 处 如 图 3 - 6 所 示 的 各 种 “残缺 ”体积 元 AV, , 其 表面 为 
4eai( 即 由 几 个 坐标 曲面 和 边界 曲面 包围 的 体积 元 ) 。 

根据 体积 域 积 分 的 定义 , 式 (3.9.4) ВО А йй у 


А 图 3-5 ФЕ a 
dV УХ = Ца >` | ЧФ 3.9.5 
| а | M 人 ?959) EMNER v 


х3 


(h) 


3-6 ЖЕ Аа, 的 "残缺 "体积 微 元 АУ, 
而 对 于 每 个 "完整" 的 体积 微 元 ,可 以 证 明 


[ау УФ = фааф (3.9.55) 
K бд 
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这 是 由 于 当 AV 趋 于 无 限 小 时 ,有 
[ay УФ = dV V $ = гах ахах 94 


åF 
利用 证 明 式 43.9.3) 相 类 似 的 方法 可 证 
фчаф = [ве Фо) + joi gg dr! | ааа? — Veg’ Gay da? da 


+ [Vee Do + a 5 ge’) dx’] dx dz? ~ у gg’ Be dx! dx 
+ [vzr Фе, + Без вв” | dæ' dz? — gg b. dr! Чл” 


Fi ва'Ф)ах\ах^аз? 


_ [ене +! 2D] de dx дд? 

җн Р, ‚Феу ‚ Фу, ГЗК А Ф 在 学 标 面 da daia s dac, 上 的 值 ,而 由 
式 (3.9.2), 上 式 中 的 第 一 项 为 零 , 第 二 项 就 是 | dr УФ, (3.9.55) 得 证 。 将 式 (3.9.5b) 

对 所 有 "完整 ”使 积 元 取 和 ,得 
> |аууе = УФааф (3.9.5е) 

V Аа 
将 上 式 取 极限 ,按照 式 (3.9.5a) ,其 堪 端 项 就 是 式 (3.9.4) 的 左 端 项 ,比较 式 (3.9.4) 与 式 (3. 
9.50) 陈 的 右 端 项 ,需要 证 明 

faao = lin 27фааф (3.9.54) 


南 于 相 邻 两 个 体积 元 的 公共 表面 具有 方向 相反 的 面积 矢量 ， 
式 (3.9.5c) жо) | ваф 是 沿 接 近 于 体 域 表面 a 的 由 无 数 


ААН ОН ЕГ S да 的 积分 ,图 3 -了 所 示意 为 该 域 的 
- УТАТ ЕЕ 3 - 7 中 任 一 个 如 图 3 -6 所 示 * 残 缺 ” 体积 
微 元 AV ‚МЗ 3 - 6(a) 为 例 , 与 它 相 邻 的 有 三 个 “完整 LK ` 
积 微 元 АЎ, AV, 与 三 个 “完整 "体积 微 元 的 界面 面 元 矢量 分 3—7 “完整 " 体积 徽 元 Бу 
FA daa, ,daw dao ,其 正方 向 指向 AV, 外 , 即 多 域内 .如 ЕВА” ФЕЯ Е AV, 
图 3 - 6(а) Ат, AV, HAARA ERI НЕ 
da ,其 正方 向 指向 Vəh, ДУ, 的 表面 Да, H daj ,data „йазу 和 da 构成 。 

可 雇 诈 明 , 若 坐标 曲面 间 的 归 离 为 Ai 的 量 级 , 则 每 一 个 沿 Aa, 的 积分 (以 图 3 — 6(а) 所 
ЭЙБЕР “ЖЕШ” КНУ) 都 只 是 (41) 量 级 的 小 量 。. 下 式 中 设 o ( A) 为 与 A 同 量 级 的 量 ， 

$ daw = бац Фау + dam Bo + das Ф. + ааФ 


1 


= dami + (АПТ + За [Ф + о(Л{)] + da. [D + oC Ai) + даф 
= dau ol At) + daol АГ) + das o( Al) 
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= (АБ (3.9.5e) 


因此 „Ж ДЈ 一 0, ДИ (3.9.5е) 右 端 趋 于 零 , 故 
da® =- Час, Фи, — dam Фо) - da Фе (3.9.57) 
考虑 到 此 处 “完整 ТЕЛИ AV 的 面 元 矢量 与 “残缺 ” PK Aku AV, ГЛК BL TE АЕ 
向 相反 , 沿 蜡 面 两 出 的 积分 差 一 符号 ,可见 当 A РРА “ЕЖЕ” 体积 微 元 AV 外 表面 
《坐标 面 ) 的 积分 就 等 于 灌 域 外 表面 da 的 积分 .于 是 式 (3.9.5d) 得 证 。 由 式 (3.9.5a,c,d) 和 
式 (3.9.4) 得 证 。 
癌 理 还 可 证 得 , 当 更 的 阶 数 为 任意 正 整 数 或 零 时 ,有 


(аи У = фФча (3.9.6) 
当 Ф 的 阶 数 为 任意 正 整数 时 ,有 
[ауу - Ф = 中 da - Ф (3.9.7) 
feve У = fo - da (3.9.8) 
Гау Ç x Ф = jaa х Ф (3.9.9) 
[ave x Ç = $o x da (3.9.10) 


可 以 将 以 上 诸 式 表示 为 分 量 式 , 但 仅 在 直线 坐标 系 中 , 基 矢 量 是 不 变 的 ,分 量 表示 式 才 
НХ НХ Ф ЕЕК Ji 
Ф = вв 
УФ = V g e ge 
V Ф ш VAT „я gt 
V x Ф = е, VAi е” 
da = (Яо) тв, = (да) ња = дав 

EAF da, 是 面积 元 矢量 да 的 协 变 分 量 。 则 | 述 式 (3.9.4) .(3.9.7).(3.9.9) 的 分 重 形式 分 
ЗВЕНЕ ИЕР, Y, = 3,) 


{ЧУ = faatt., (3.9.4a) 
F a 
fa 73.9, = Pda., (3.9.7a) 
F u 
| ЧУ" agt, = фея Чаи (3.9.9а) 
у m 


3.9.3 Stokes 变换 公式 


Stokes 变换 公式 给 出 本 张 量 场 函数 面积 分 与 它 沿 曲面 闭合 周 界 的 线 积 分 的 变换 公式 。 
若 在 开口 曲面 а LEXE n ВЗК ЕЕ РИ n HERRER) ,曲面 的 周 界 为 f, ар 是 微 单元 
周 界线 矢量 , 它 的 正方 向 与 面 元 矢量 da 的 正方 向 符合 右手 螺旋 法 则 ,如 图 3 _ 8 所 示 , 则 
[аа - (у х Ф) = faf - Ф (3.9.11) 
п f 
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[се x ç): ча = - $e + af (3.9.12) 
£ 


上 或 的 证 明 方 法 如 下 :将 а 分 成 很 多 微小 三 角 片 单元 如 图 3 -9 所 示 , 三 角 片 的 第 一 边 
зж dg ,第 三 边 为 dt, 第 二 边 为 df - ds ,此 三 边 构 成 了 三 角 片 的 周 漠 Afo 


da 
a s 
df Fj 
E3-8 闭合 曲面 了 上 所 Зо НЕ 
张 的 开口 曲面 a 小 三 角 片 单元 


三 佣 片 三 边 的 中 点 分 别 为 (1),(3),{2), 由 于 三 角 片 很 小 , 故 对 于 每 个 三 人 第 片 ,积分 
фах. Ф = ds - Фо, + (d£ — ds) Dn — dt © Фу 
а 


= ds- (Ф + 4; УФ) + (dt ағ) - [Ф + T (ds + dt) - Ф] 


= 5 
- dt- (Ф + lar- УФ) 
= ‚че - (ds . УФ) — Zas - (4. УФ) 
= Fasdat) : УФ - 5 (газ) : УФ 
= 42 : v Ф 


其 中 O 为 二 阶 反对 称 张 量 , 表 示 为 


о = (dsdt - drds) 
根据 第 二 . 章 中 式 (2.5.4a) ,对 于 二 阶 反 对称 张 量 2 引入 反 侦 矢量 w , 即 
1 


w=- фе: 9 =- це: (454: — 4145) 


=- T (ds x dt — de x ds) 


= -了 (ds x dt) =- da 
而 由 式 (2.5.5) 知 


© = — Ем = £ да =— w - g = da - Е 
再 代 人 人 前面 的 式 子 ,并 利用 式 (3.4.6) , 则 
Pdf: P = 0: УФ = дасе: УФ = ва. (у x @) = fda- (ух Ф) 
А Аа 
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上 述 等 式 两 边 对 所 有 徽 单 元 求 和 和 ,就 证 明了 式 (3.9.11), 同 理 可 证 式 13.9.12)。 
在 直线 坐标 系 中 , 式 (3.9.11) И] АЕ МНР Ц т Ф 是 三 阶 张 重 


Ф = #7 в.в" 
df = dfg; = dfg 
jii: 
fdat: у. = bars, (3.9.lla) 
а f 
[97 еа, =- фе аи {3.9.12а) 


例 3.6 EEEF RERA n 的 截面 上 的 应 力 矢量 与 该 点 的 应 力 张 是 s 之 间 的 关 
RWE Cauchy 公式 
p(n) = G ` # 
在 所 研究 的 物体 内 任 取 一 体积 域 ,其 表面 为 ec, 作 用 于 单位 质量 的 体积 力 为 六 加 速度 
为 w EREK p, 贴 运动 方程 为 (注音 到 nda = da) 


fo -da + [зу = [owar 
应 用 式 (3.9.8) ,将 je - да ERA fave > УМЕ 


[ave ` V + faray = fowav 
7 Y + 


考虑 到 V 为 任 取 ,于 是 得 到 运动 方程 为 
б V + оў = om 
其 分 量 形 式 可 写作 
о; + ofi = рш, 

83.7 求证 对 于 保守 为 场 下 ,必定 存在 热 函 数 g, 使 F = V eos 

证 明 ”由 保守 力 场 的 定义 ,质点 在 力 F ЕН F ë SBBJ , 力 所 做 的 功 只 与 质点 运动 的 起 
点 与 终点 的 位 置 有 关 , 而 与 质点 运动 的 路 径 无 关 。 所 以 对 于 任意 的 闭合 回路 1 来 说 ,一 定 满 
是 

far- F = o 
由 Stokes 公式 ,在 这 个 力 场 中 ,有 
[ча - (vy x F) = jar. F = o 
HFR I 是 任意 联 的 ,所 以 在 这 个 力 场 中 ,处 处 有 
V x F = Ü 

所 以 , 力 场 F ЕВЕ. 

由 式 {3.4.8) 可 知 

V x F = = Fp, = 0 
亦 即 
ea, F, = 0 (k = 1,2,3) 
ER ERIS 
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рур 


所 以 


B, F, — Ə, FP, = 0 
Э.Р — 2, Е = 0 
8, F, ~ ЗЕ, = Q 


Рад” РЕЛЕ ПО ЖЕТЕ ЯВ ЗЕК ЧЕЛ ЛЕ РАЖ p E 
ар = Fdx = Зал 
а 
F, = SA 


3.1 HAAHR ARA a 
3.2 HÆRRI ANAA 
3.3 求证 :gf = (grh + gTa) o 
3.4 EW? ЛЕ, о 为 矢量 场 ,求证 : 

V(és) = ó Ç s + (V%) s 
3.5 Уно 均 为 矢量 场 ,求证 : 

V(u- eo) = (Vu)- s + (V $) ` H 
3.6 ы 为 矢量 场 ,a 为 任意 矢量 ,求证 : 
(rot a) ха = (и У. Vu) а 

3.7 求证 下 列 恒 等 式 : 
(a) Ç x W f = 0, 其 中 了 为 标量 声 ; 
(b) Ç (ухи) = О, Жр u HREH, 
3.8 ”在 向 卡尔 坐标 系 中 ,和 刹 用 指标 记 法 证 明 下 到 各 式 : 
(a) V + x = 3; 
(b) V x x = 0. 
其 中 x 表示 位 置 矢量 。 
3.9 把 Ye 分 解 成 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 之 和 ,证 明 其 中 反对 称 部 分 的 反 个 拓 量 是 


w = 1 уа 


其 中 а 为 任意 矢量 。 
3.10 Жу = xe, BOEKE,” = xw ,而 f(r) 是 7 的 任意 可 微 函 数 , 证 明 . 
(a) = WHr) = К’; 
(b) V Хх) = Др) + 2f£°(r)zr 
其 中 и), (г) ГУ, 的 一 阶 导 数 、 二 阶 导 数 。 
3.11 ”利用 Green 变换 公式 证 明 : 
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xn ds = VƏ; 


其 中 nds 表示 体积 TV 的 边界 曲面 HER, д, ЖЕЙУ РЕ БЕ. M п, 是 面 素 的 单位 外 法 向 


N о 
3.12 ЖИ Green 变换 公式 证 明 : 


nx x х)ёз = 215 


Hh V ЖЖБИНИ УЕ ЕНЕН, п EE БУРКЕП. х ERARE, b 是 任意 常 
RË. 
3.13 “ЁШ b = V xu, WFH: 


fabids = fa ьа 


п 
其 中 4 = Alr) 是 标量 函数 ,x 是 矢量 场 。 
5.14 ”证明 封 闭 曲 面 > РЕНН v 可 用 公式 


Vv = g| Ves; nds 
给 出 ,其 中 x EUERE, н E > НЕ, 
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4 ЖЕНЕ 


上 一 章 所 研究 的 张 量 场 均 只 是 空间 位 置 (坐标 ) НОА, ПТ НАВОЗ 
质 力 学 的 许多 领域 中 , 张 量 场 往往 还 随 坐 标 以 外 的 某 些 和 参数 而 变化 ,例如 在 动力 学 和 流体 力 
学 问题 中 , 张 量 场 戎 时 间 $ 而 变化 -在 变形 固体 静 力 学 问题 中 , 当 超 出 线 强 性 范围 后 (例如 槛 
性 和 粘 弹 性 问题 ) ,就 必须 考虑 变形 历史 的 影响 。 为 此 需 引 人 一 个 描述 变形 进程 的 参数 (例如 
可 取 时 间 、 载 荷 大 小 或 塑性 败 寸 等 ) ,物体 内 的 位 移 场 和 应 力 场 部 将 隔 时 是 这 个 参数 和 坐标 
的 函数 ,下面 我 们 用 : 来 表示 参数 。 

本 章 讨论 张 量 随 参数 + 变化 时 的 导数 。 这 是 研究 连续 介质 力学 问题 时 必须 县 备 的 数学 
知识 。 


41 质点 的 运动 


物体 是 由 质点 组 成 的 ,在 任何 时 刻 ,只 要 组 成 物体 的 各 质点 的 位 置 已 知 , 则 物体 的 形状 
也 就 确定 了 . 另 一 方面 ,许多 物理 量 , 例如 位 移 .速度 .加 速度 . 力 和 密度 等 也 都 是 定义 在 质点 
上 的 。 所 以 在 研究 整个 物体 以 前 ,应 先 讨 论 单个 质点 的 运动 以 及 定义 在 质点 上 的 矢量 的 变 
化 。 


4.1.1 质点 的 运动 速度 


我 们 在 前 面 已 指出 ,任意 空间 点 的 位 置 可 以 用 矢 径 
r = r(x ,x ,x = p(x') {4.1.1) 
来 表示 。 相 邻 两 空间 点 的 矢 径 差 为 


г) А 
ағ = элда! = gidx’ (4.1.2) 
其 中 
ar ‚ 
е, = Эл = м) (4.1.3) 


为 协 变 基 矢量 , 它 也 是 空间 点 位 的 两 数 。 

现在 研究 某 个 在 空间 中 运动 着 的 质点 ,该 质点 在 不 同时 刻 占 有 不 同 的 空间 点 位 ,例如 在 
i 时刻 占 有 位 置 P, 而 在 1 + di 时刻 占有 位 置 户 ( 如 图 4 1 所 示 })。 如 果 选 用 固定 在 空间 的 参 
演 坐 标 , 则 运动 质点 的 坐标 值 为 x, ATKI > 将 是 时 间 参 数 ， Норак, Ер 


r = r(x (7)) 《4.1.1a) 
当 参 数 上 变化 d 时, 按 复合 函数 求 导 规则 得 撩 径 , Xi: Не 
dr ЭР da Дх! 
de T jx dr = ‘4,8. (4.1.4а) 


这 里 应 注意 , 式 (4.1.2) 中 的 dr елаз Нуртан а Г ЖЕ ЖЕ, ЇПэҖ(4.1.4а) 表示 同一 
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个 质点 在 di 时 间 间 隔 内 矢 径 r 的 变化 
(即位 物 )。 还 应 该 指出 ,这 里 的 g, 是 运 
5) ЛА да EA f 20] НТ ТЕ (7 Ж ИЧ 88 ВУ 25 5 
М. ЖЖ (4.1.3) Е ЖН g, 是 固定 


xl) хека) 
& itdi) 
8:(1+91} 


чі 
坐标 系 的 基 矢 量 , 它 仅 是 空间 点 位 的 x+ 
РЕ, УЖ Е 无 关 。 但 由 于 质点 在 运 zarin 
动 , 不 同时 刻 占 有 不 间 的 空间 位 置 , 所 у 
以 瞬时 基 矢 量 是 问 接地 与 参数 * 有 关 yan 
的 , ВЕ 
E, = &Кх(1)) (4.1.3а) 4-1 МАНЯ 
Вт Ата 5009 HF o 等 于 该 质点 的 矢 径 对 参数 的 导数 。 把 它 对 质点 的 瞬时 基 矢 量 分 解 
° = 17 = vg (4.1.4b) 

上 上坟 与 式 {4.1.4.a) 相 比 较 得 | 

Ру = dz = (2) (4.1 .5) 


即 和 质点 速度 的 逆 变 分 重 等 于 质点 坐标 对 参数 上 的 导数 ,显然 它 仍 是 参数 с 的 画 数 。 
4.1.2 任意 矢量 对 参数 的 导数 


把 定义 在 质点 上 的 任意 矢量 u (O (例如 质点 的 速度 ЛЕ ВР) 对 上 酸 时 的 协 变 基 或 着 变 
基 分 解 ,得 
иб) = ира, = (Е) (4.1.6) 
当 把 矢量 u xf: 求 导 时 ,应 向 时 考虑 分 量 和 基 矢 量 的 变化 。 以 按 协 变 基 分 解 式 为 例 , 则 
dule) _ Фи (es) , Ча. (аи) 


dt dz dt 
为 了 方便 ,将 右 端 第 二 项 中 的 哑 指 标 改 为 fo 利用 复合 函数 求 导 规则 和 协 变 基 舌 量 对 坐标 的 
导数 公式 (3.2.1), 有 
dEn 一 За» ах! : д? 


9+ С“ 2а dk Я ttn дүй 
代入 前 式 , 并 利用 式 (4.1.5), 则 


de(t) ды (2) пан Du 
ЧЕ 7 | ЧЕ +u Гі. je: = pr (4.1.7) 
其 中 
і d i т ті 
Dr = чү + шті. (4.1.8) 


称 为 矢量 分 量 v 对 参数 :的 全 导数 .其 中 右 端 第 一 项 反映 了 分 量 и БН АХ г 的 变化 ,第 二 项 
芭 允 了 因 质 点 运动 引 超 点 位 变化 而 导致 的 瞬时 基 矢 量 的 变化 。 可 以 看 到 , 如 果 质 点 无 运动 
( = 0) 或 参考 坐标 系 的 基 矢 量 与 点 位 无 关 ( TT = 0, 例 如 在 茧 卡尔 坐标 系 中 ) , 则 第 二 项 
为 等 ,全 导数 就 等 于 分 和 量 导 数 


Би = de (4.1.8a) 


同 理 , 由 式 (4.1.6) НН ЕО А ЗЕЯ ЯЗА А Е АЕ АНЯ (3.2.11) 


可 得 
Зы _ Du; ; (4.1.9) 


其 中 
= = = upt Di (4.1.10) 


пуан де ШЕ и MER ES е А ЖЕ 363 Bb , Br p SE 也 是 与 坐标 选择 无 关 


的 矢量 由 式 (4.1.7) 和 式 (4.1.9) 可 知 ,全 导数 D& 和 中 分 别 是 矢量 到 раят АР y 
ж ,它们 满足 以 下 指标 升降 关系 


Du _ g Эш 
Dz Ps D: 
И (4.10.11) 
Ds у) 
D: ^8 ik 


但 是 分 量 导数 至 НТ 之 间 并 不 存在 指标 升降 关系 -因为 式 (4.1.8) 和 式 (4.1.10) 表明 ,全 


导数 由 两 项 组 成 ,其 中 第 二 项 中 包含 Christoffel 符号 . 它 并 不 是 张 基 ,因而 第 一 项 分 量 导 数 也 
不 可 能 是 矢量 的 分 量 , 所 以 不 存在 指标 升降 关系 。 


如 果 把 任意 矢量 м 取 为 质点 速度 。, 则 人? 就 是 质点 的 加 速度 a。 由 上 面 的 讨论 可 知 ,a 
对 胜 时 协 、 逆 变 基 的 分 解 式 为 


а = dg; = ag {4.1.12а} 
i Dv аг m вузі 
a = р; = ЕЙ + Ге (4.1.72Ь) 
_ do. 
а; = 2% „ de, tpe (4.1. 12с) 


Dr ® dr T Yn? 
4.1.3 质点 的 速度 和 可 速度 


利用 上 述 矢 量 对 参数 的 导数 公式 ,可 以 计算 各 种 曲线 坐标 系 中 质点 速度 和 加 速度 的 张 
重 分 量 和 物理 分 量 。 
ТЕЗ К АЕ ЖЕ , 张 量 分 量 和 物理 分 量 无 区 别 , 即 


和 


* 131. 


а, = d: dr 
de, х 
а. di аг? 
ТЕШ} AE SR А rH 
x = r, а% = 0, А = 2 
бп = 1, ёр = r, Я 三 1 ЕЖУ) 
m = Г = t, гь =-г (其 余 分 量 为 零 ) 
HE ç 的 张 量 分 量 为 
1 dr 
т = d: = r 
7 = 40 = 8 (4.1.13) 
а? = dz = 2 
寺中 ,用 .表示 对 时 间 的 导数 。 
速度 ç 的 物理 分 量 为 
dr 
Piy = dt = F 
ва) = T = r (4.1.14) 


ta = а; = 2 


加 速度 a НЕ НЕ 


1 ] - 
а = De = Ч + Ta = F- 10? 
2 а 2 И „а 2. 
а? = py = P АГ = 9 + 2700 (4.1.15) 


加 速度 a 的 物理 分 量 为 


аи = У т? 
ао = rÜ + 20 (4.1.16) 
aim = = 


考虑 如 图 4 — 2 所 示 做 平面 圆周 运动 的 管子 ,管内 流体 没 管 轴 方 向 流动 , 则 式 (4.1.16) 
给 出 了 流体 质点 的 运动 学 关系 式 。 可 以 看 到 , 径 向 加 速度 en 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 流体 
对 管 壁 的 相对 加 速度 站, 另 一 部 分 是 由 管子 人 微 圆 周 运 动 所 引起 的 牵连 法 向 加 速度 - 0° |8) 
E, HEINER ao, 也 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 由 管子 作 圆 周 运 做 运动 引起 的 牵连 切 向 加 速 
ГВ, ЗМИЕВ ЛИЛ 29. 

ЖЕ НААЖ, ЯНА ЕВН ТЕ ЗРЕО КЕ 2: ЕЛЕДЕ Px EE НЕ УЕ НЕ 
ТЕ ВНЕ АЕ ba Ж PARAR. АННЕ ВНЕ ЧЕ фр ЖАН, БЕТЕ ЖЕУ НЕЕ Е Ху в, ,е,,е,, Не, eg, 
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e, PAER г, 0, с 变化 的 方向 的 单位 矢量 。e,， 
e, ‚е, 随 点 位 而 变化 .因此 它们 都 是 坐标 r,0,z 的 
函数 。 当 质点 运动 时 ,质点 位 置 处 的 单位 矢量 e, , 
es, e, 方向 通过 r,9,z 的 变化 而 请 时 间 ; 不 断 变化 。 
НН РЕКА, A 


А Je.. де, де, . 

E dr t эд? + az 

. дез. Зе,» де. 

_ eh G (4.1.17) 

fs = apt + 900 + 9:7 84-2 质点 的 加 速度 

А de. де Fe, 

©з = эү + 200 + B27 

将 圆柱 坐标 系 中 单位 基 矢 量 el ,es ,e, 对 坐标 r,9,s 的 导数 公式 代入 上 式 , 得 

ё. = бе, 
ёг = 一 де, 4.1.18) 
ё, = 0 


其 实 , 式 (4.1.18) 很 容易 直观 写 出 ,无 需 上 述 推导 。 
ВЕН ОКЕ ,速度 ,加 速度 а 的 表达 式 各 为 


r = rë, 
t = ге, + ив, + ве, (4.1.19) 
а = ае. + ав + а.е, 


式 中 ,vw , рро, 为 速度 的 物理 分 量 , 即 UO). бду э bays G, , ав, a, 为 加 速度 的 物理 分 量 , 即 PE 
Фу азу о МУН г, PEBE o 和 加 速度 的 关系 有 


_ dr _ 
= = 
а=Ч#—%$ (4.1.20) 
将 式 (4.1.19) 46А (4.1 20) ,并 利用 式 (4.1.18) ,可 得 速度 的 物理 分 景 六 
dr 
е. = di = * 
ш = m (4.1.21) 
而 加 速度 的 物理 分 量 为 
a, = Š, — s = F- т 
a = vÂ + š, = r + 2б {4.1.22) 
а, = ú, = Ў 


т 


很 明显 , 式 (4.1.21) 就 是 式 (4.1.14), 式 (4.1 .22) 就 是 式 (4.1.16)。 读 者 应 该 学 会 在 常用 的 
华 标 系 中 ,不 用 书 中 的 公式 ,而 直接 迅速 地 导出 ЕН 


4.2 Euler 坐标 与 Lagrange 坐标 


直面 素 研 究 由 许多 质点 组 成 的 连续 介质 。 在 连续 介质 中 ,不同 质点 在 周一 时 刻 占 有 不 癌 
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的 空间 点 位 ,这 描述 了 在 该 时 刻 连 续 介 质 各 质点 所 在 的 位 置 ,或 者 说 ,这 撒 述 了 连续 介质 在 
该 时 刻 的 构 形 . 另 一 方面 ,同一 质点 在 不 同时 刻 也 占有 不 同 的 空间 点 位 ,这 说 明了 该 质点 的 
运动 规律 ,而 所 有 质点 的 运动 规律 也 就 构成 了 连续 介质 的 运动 规律 。 有 两 种 描述 连续 介质 运 
动 的 方法 。 

4.2.1 Euler 坐标 

Euler 坐标 是 固定 在 空间 中 的 做 考 坐 标 , 胞 称 空 间 坐 标 或 固定 坐标 , 记 做 xi, 它 不 随 质 点 
运动 或 时 间 参 数 i 而 变化 ,是 一 种 描述 物体 运动 的 静止 背景 。 每 组 Euler BERT xti = 1,2, 
3) 定义 了 一 个 固定 点 位 ,如 用 矢 径 r 来 表示 空间 点 位 , 见 图 4 -3, 则 如 式 (4.1.1), 即 


F 一 rix’) (4.2.1) 
以 dr 表示 相 邻 两 质点 问 的 线段 , 则 
dr = dx'p: (4.2.2) 
Ah, HEERE 
в, = 95 = g(t) (4.2.3) 


是 随 空 间 点 位 而 变化 的 ,在 以 前 各 章 中 ,所 讨论 的 都 是 固定 在 
空间 的 Euler 坐标 。 利 用 前 面 的 知识 已 经 得 到 度量 张 章 
G = 88B Ey = EB {4.2.4) 

和 Christoffel 符号 的 计算 公式 ,网 式 (3.2.7a) 利 (3.2. 7b) 6 它们 
都 是 与 参数 上 无 美的。 

质点 的 运动 在 Euler 坐标 系 中 表示 为 :同一 质点 在 不 同时 
刻 占 有 不 同 的 空间 点 位 ,因而 质点 的 Euler МАА ЕБЕ, 
而 变化 的 ,如 式 (4.1.1a) , 即 

riey = rey(x (0) (4.2.la) Bl4- 3 Ешег 2846 

ТЕ, БУ ВН НЕ Е Et .度量 张 量 和 Christoffel 符号 等 也 都 通过 质点 坐标 xi{ 1) 
间接 地 与 参数 上 有关 了 .不 同 的 质点 £ 有 不 同 的 运动 规律 ,在 式 (4.2.1a) 中 用 下 标 “&” 加 以 
区 别 。 


4.2.2 Lagrange 坐标 


Lagrange ЗБЕН К ка E. ВЕК ДЕЗ sh 3 Р Че}. 又 称 物 质 坐 标 或 随 体 
坐标 , 记 做 f = 无论 物体 怎样 运动 和 变形 ,每 个 质点 变 到 什么 位 置 ， 同一 质点 的 Lagrange 坐标 
值 是 始终 保持 不 变 的 ,所 以 每 组 Lagrange 坐标 值 2& (i = 1,2,3) 定 义 了 -个 运动 着 的 质点 ,我 
们 有 时 就 用 г 表示 质点 ,就 好 像 用 姓名 表示 一 个 人 - 样 ,无 论 这 个 人 走 到 哪里 ,他 的 姓名 及 
不 变 的 。 

Lagrange 坐标 的 这 一 特性 可 议 用 图 4 - 4 来 说 明 。 考 灌 变 形 前 在 21 坐标 线 上 的 三 个 质点 
口 ,有 4,B, 它 们 的 名 和 台 坐 标 值 均 为 零 .由 于 Lagrange 坐标 是 内 在 广 点 上 的 ,所 以 变形 后 三 个 
质点 的 新 位 置 07, А", В EE- A e 坐标 线 上 , 且 新 坐标 值 P 和 ЖЕ ВЕ 
ОГА" ЖА’ В” АТО И ОА ЖШ АВ 长 {或 短 ) ,但 由 于 度量 的 尺子 (坐标 系 ) 也 发 生 了 完全 相同 的 
伞 长 (或 缩短 ) ,所 以 读数 (Or ,4 ,8 各 点 的 新 名 坐标 值 } 仍 保持 不 变 , OAB 是 变形 前 的 所 Л 
标 线 , О'А'В' E ЗЕ Jt =! 坐标 线 ,它们 是 十 相 同 的 一 些 贰 点 组 成 的 。 对 于 其 他 质点 也 可 {Е 
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图 4 一 4 Lagrange 坐标 


在 变形 前 : = 0 时刻 物体 的 初始 形态 中 , 矢 径 


r= RE) (4.2.5) 
TE Hh 29 ( ВП Lagrange 坐标 值 £') ПНР АУ ЯН Ву ЛЕ ОНО РЕ 
dr = ВЕ, (4.2.6) 
其 中 
£; = je = #,(&*) (4.2.7) 


是 = ОШ] Lagrange ЧК ЗА ВУЗЕ К Et. EE EB hh xa mi] Ye ЕН Я КЕПЕ Н 
(BB; = D0 时 ) 的 度量 张 量 
G = ёё, Ë; = š' + Ë (4.2.8) 
并 可 进一步 由 式 13.2.7a) 和 式 {3.2.7b) 求 得 相应 的 Christoffel 5 . X Ë НАРА Е I НОЛ 
圆圈 "。” 表示 г = 0 时 刻 的 值 。 
下 面 来 研究 物体 变形 后 的 构 形 。 如 图 4 -#4 所 示 , 变 形 使 组 成 物体 的 各 个 质点 运动 到 新 
的 空间 位 置 .相应 地 , 矢 径 r 由 初始 位 置 # 变 为 
r = Pt (4.2.9) 
这 里 是 坐标 УЖ: ОРЕХ Spa S: Жк Ыр ы, Эсе, НУЮ, Нд 
的 Lagrange 坐标 始终 保持 不 变 。 对 此 ,我 们 说 Lagrange 党 标 是 随 物 使 一 起 变形 的 ,或 称 “ 庆 
Ж” 的。 质点 坐标 和 时 间 参 数 能 各 自 独 立 变化 .这 是 Lagrange 描述 法 的 主要 优点 。 
现在 把 + ХЕ , 即 孝 碟 变形 过 程 中 上 时 刻 物 体 的 构 形 , 则 连接 相 邻 两 质点 的 线段 为 


ағ = “ue: = аё, (4.2.10) 


РКО Е 时 ,参数 ; 应 视 为 常数 ,而 


ФР 


8: = ое = 8.(8',1) (4.2.11) 

是 上 时刻 Lagrange 坐标 系 的 协 变 基 矢量 , 它 是 随 点 而 异 的 ,由 于 Lagrange 坐标 系 是 随 物 体 一 - 

起 变形 的 ,由 式 (4.2.9) ,在 不 同时 刻 1, 矢 径 F#F 和 坐标 e 的 隐 数 关系 也 不 相同 ,所 以 就 整个 变 
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形 过 程 来 说 , 基 矢 量 е, EZR: ПОРАЗ ЕН ё, RIIE ВН Lagrange 坐标 的 度量 张 量 
G = РЁ, By = 车 :高 _ (4.2.12) 

以 及 相应 的 Christoffel 符号 六。 它们 也 都 是 随 参 数 : 而 变化 的 。 当 上 = 0 时 ,2 G AD 等 就 
各 化 为 £, Ô suri 等 。 | 

比较 丙种 描述 方法 可 以 看 到 :在 Euler ЧА} ЖЕ ЧН AARSE м) — ЛА ЛЕК х 的 
ЛЕЛЕ. T АЁКА x' 本身 保 持 不 变 。 在 Lagrange 坐标 系 中 ,物体 的 变形 表现 为 坐标 系 总 本 
РЕЛ (р, .G 和 天 等 ) 的 不 断 变 化 ,而 质点 坐标 2 保持 不 变 。 

由 于 Lagrange ААА £' 的 这 个 优点 ,使 推导 公式 更 为 方便 ,例如 在 求 任何 量 的 物质 导数 
时 ,只 澳 要 保持 &' 不 变 , 对 时 间 1 求 导 ;而 车 采用 Evier 举 标 系 xi, 则 求 物质 导数 时 ,不 但 要 考 
虑 时 间 :的 变化 ,还 要 考虑 由 于 质点 的 运动 ,x' 也 随时 间 变 化 。 采 用 Lagrange 坐标 系 的 缺点 
是 它 只 能 是 出 线 举 标 系 。 即 使 在 变形 前 + = 0 时刻 &' ЕАН, ЕАН (=: = 
const) 都 是 相互 正 交 的 直线 ,但 在 变形 后 t 时 刻 这 些 坐 标 线 随 着 物体 汗 点 的 变 位 都 变 成 曲 
26.1 Euler 坐标 a 的 优点 是 坐标 只 与 空间 的 点 位 有 关 ,如果 我 们 采用 笛 卡 尔 直角 坐标 ,三 
EEEIEE ( x: = const) АЕ {Ж ааа 5р, ДА De kp ЕЕ БАН r SE Byty E. FB Lagrange 
坐标 系 推导 公式 ,然后 转换 到 Euler 坐标 系 (可 采用 和 蔡 卡 尔 直角 坐标 系 ) 中 进行 计算 。 


4.2.3 ”两 种 坐标 系 的 转换 公式 


上 面 引进 了 两 种 坐标 系 来 描述 同一 个 物理 现象 一 一 物体 的 运动 各 变形 ;显然 它们 之 间 
必 存 在 某 种 转换 关系 -由 式 (4.2.1) , 式 (4.2.9) КАО шеге x 是 因 质 点 而 异 的 ,每 个 质 
点 的 Euler 坐标 又 是 随时 间 而 变化 的 ,所 以 Euler ЕДЕ x 是 质点 和 时 间 的 函数 。 在 Lagrange 坐 
RRP ,质点 和 时 间 分 别 用 坐标 © 和 参数 : 来 表示 ,于 是 式 (4.2.9) 可 表示 成 
х = ж (2,1) (4.2.13) 
该 式 给 出 了 两 种 坐标 的 转换 关系 .这 个 转换 关系 式 (4.2.13) Б, 证 变化 的 。 对 于 确定 
的 时 刻 上 ,上 式 化 为 该 瞬时 两 个 “静止 ” 坐标 之 间 的 转换 关系 .在 第 一 章 中 导出 的 转换 系数 公 
式 和 和 基 矢量 以 及 任意 张 量 分 量 的 转 措 公式 现在 都 同样 适用 (只 要 把 er 看 作 x' g, ЖЕ, , ë: 
ЖЕ gf )。 例 如 , 基 矢 量 的 转换 关系 为 


= g 9х. ЕС 
= 8521: È = къу (4.2.14a) 
аг) i ‚ Әх“ 
ва, Еее (4.2. 14b) 


x 与 各 互相 求 导 时 参数 ; 应 看 作 常 数 。 
4.2.4 质点 速度 和 物质 导数 


物理 和 力学 问题 中 的 研究 对 象 绝 大 多 数 都 是 定义 站 连续 介质 各 质点 上 {而 不 是 空间 点 
+) 的 标量 场 .矢量 场 和 张 量 场 。. 在 4.1 节 中 已 讨论 过 单个 质点 的 运动 速 麻 , 即 矢 径 > 对 时 间 
1 的 导数 


о = с” (4.2.15) 
对 于 由 许多 质点 组 成 的 连续 介质 , К F 同时 与 质点 和 时 间 有 凌 ， ЕД = (4.2.13) ФА з 


(4.1.1) 
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r = "(СЕ ,t)) (4.2.16) 
为 了 求 介质 中 以 Lagrange 坐标 值 E 为 标志 的 那个 质点 的 速度 ,可 以 令 = 保持 不 变 { 即 观察 
间 一 个 质点 ) пу: 求 偏 导数 


? = (5), = a(g), = ge (4.2.17) 


这 是 速度 o А Euler 坐标 系 基 矢量 g, ПН ЫШ ЗЕ Pe phi к ААЙ €: 不 变 , 对 时 间 › 6548 
导数 称 为 物质 导数 ,并 记 做 


(2) = а (4.2.18) 
£ 
Фол е ТЕЛА, Е, ВВЕ xm ВНЕ 的 导数 .于 是 由 前 式 得 

в (2), — Че СЕ, в (4.2.17в) 


这 在 形式 上 和 式 (4.1.5) 相同 ,但 现在 不 仅 是 上 ,而 且 还 是 总 的 函数 , 当 &i 取 其 他 值 时 , 表 
示 的 是 其 他 质点 的 运动 速度 。 
ЖЖ НЕГ BEP Xİ Euler ERE g: .8 分解, 也 可 对 Lagrange 其 矢量 $, .6 分 解 


v=0 
# = vg: = ng 
g = 06, = 0р (4.2.19) 
其 中 ,同一 坐标 系 中 的 协 变 - 道 变 分 量 满足 指标 升降 关系 
v = 2°, Di = erd 
б = 2%, 2, = 8,0 (4.2.20) 
不 同 坐 标 系 中 的 分 量 满 足 如 下 转换 关系 
; | Ə£: Эх 
# =y 20’ й, = un ЕТ (4.2.21а) 
П 2a, v = 5% (4.2.21b) 


43 3E E BU 5 3 


АЕ XL fE pit АА F КН EE BERDE Г ЕЧ Е ДЕ S Б ТЕ fs EF kk ВО Е ВАД, 所 以 首先 
要 斌 究 关 于 基 人 矢量 的 物质 导数 。 


4.3.1 Lagrange 其 矢量 的 物质 导数 


在 Lagrange 坐标 系 中 , 矢 径 为 
P = РОЕ' г) 
把 ; 固定 ,对 =' 求 偏 导数 得 : 时 刻 的 Lagrange BEI ЕЕ 6 (8: к) ARMEER 
加 ,再 把 固定 ,对 RRRA o 的 物质 导数 ， 


чё = [5 (52) 1, 
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注意 到 ,Lagrange 坐标 系 中 带 合 的 量 都 是 e: 和 + 的 函数 ,而 56: 和; 又 是 相互 独立 的 自 变 量 ， 
求 偏 导数 本 身 己 隐 舍 着 “其 他 独立 自 变量 保持 不 变 ” 的 意思 ,所 以 


2 d T É: == рі яр = 1.2, 
20: (29), =&0 стежте TE, i = 12,3) 


а ә _. — И 
2 O = (э Ó) (下 标 t 表 示 : 不 变 ) (4.3.1) 


再 注意 到 因 设 Р EE 和 上 的 连续 可 徽 函 数 „НОРЫ ИТ КЕ ҖИ БУК SP Bi PF АЭ, Bul 
dë. 2 ( ӘР) ә (27) а (ағ) 


dt T аа’) әглә) T оғ аг 
и ет ВЕ f, 分 解 得 
d£; à y 2 ka ж _ А 4 
di “әр = 921000) = бй = (У), (4.3.2) 


符号 有 ,为 上 上 时刻 Lagrange 坐标 系 中 对 E 的 协 变 导数 。 
г 时 肇 速度 天 量 的 梯度 在 Lagrange 坐标 系 中 的 分 解 式 为 


V e = Ума, (4.3.3a) 
或 
оў = pb = 0 (4.3.3Ь) 
AP, чу 表示 在 Lagrange 坐标 系 中 的 Hamilton 算 子 .于 是 , 式 (4.3.2)》 可 写成 
R в. (9 6) = (v %) в (4.3.4) 


即 随 体 基 矢 量 的 物质 导数 等 于 介质 速度 场 的 梯度 与 随 体 基 矢 量 的 点 积 从 物理 上 看 ,9 反 


玻 了 物体 变形 和 转动 的 变化 率 。 式 (4.3.4) 表明 ,物体 的 变形 和 转动 是 由 局 一 时 肇 各 质点 间 
的 速度 梯度 引起 的 ,车 各 质点 的 速度 相同 ( 即 刚体 作 平 动 ) ‚Же УЕ, о 


IRATI E = 0, 物 体 的 变形 和 转动 的 变化 率 为 零 。 
НУВ f - в, = ЗМЕЯ. Же 
200-0) -0 
就 可 求 得 Lagrange 道 变 基 和 失 量 ё 的 物质 导数 , 即 


学 .六 
出 上 式 就 很 容易 得 到 
Ф = 90р (4.3.5) 
或 利用 式 (4.3.3) 改写 成 
З (ўа Ф. (09) (4.3.6) 


ЛУ ЗЯ B) , Lagrange ЖЁ ЖЕ EA Ы g: зан ВЕКЕ g, 通过 对 侦 关 系 派 生出 来 的 , 它 并 不 
ЗЕНА Зе АО М ФИЖИ Кр а Ek g: RJ Bb Bz TU 8858 „В ШЖ НЕ ЭЕ 5 ВОИН АЕ 
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形 情况 。 这 时 随 体 基 矢 量 ( 如 部 ) 将 和 物体 一 起 伸 长 ,为 了 保证 对 侦 关 系 名 + 2, = 1, Lagrange 
ИЕ ЕЕ НЕ p 必须 相应 地 缩短 。 式 (4.3.6) 和 式 (4.3.4) 两 式 右 端 的 符号 不 同 正 说 明 当 协 变 
基 矢 量 随 体 伸 长 时 , 闭 变 基 矢 量 反而 缩短 了 。 


4.3.2 ”度量 张 量 的 物质 导数 .应 变 率 张 量 


通过 随 体 基 中 度量 张 量 的 分 量 д, 可 以 算出 相 邻 两 质点 间 的 线 元 长 度 以 及 两 线 元 间 的 
天 外 ,所 以 д, 对 上 的 物质 导数 表征 了 物体 变形 (伸缩 或 畸变 ) 的 速率 。 由 式 (4.3.2) 有 


48 = 4:8: Ё) = Ë; ` F: + а £; 


= ё, ` (ув. ) + COD G) * Ё, 


= (WO NB + (Ху уб (4.3.7a) 
由 于 度量 张 量 fy 的 浴 变 导数 为 零 ,再 结合 度量 张 量 升降 标 作 用 ,十 式 可 雇 改 耳 成 
Я = Ува) + У. (98) = Ув, + Ув, (4.3.7) 
— ЖЕ, Ж BE E Bth ЧЕ БЕНИ ЕО] Е „Вр 
V 9, = W, 


说 明 它 对 指标 i 和 j 是 不 对 称 的 .但 很 明显 ,它们 的 和 对 指标 i Яд; 是 对 称 的 。 通 常 把 Lagrange 
坐标 系 中 度量 张 量 协 变 分 量 的 物质 导数 的 二 分 之 .一 定义 为 应 变 率 分 量 , 记 做 d (Сё, г), Вр 


л 


d, = + у = 109 + 90) (4.3.8) 


= > (s V + V z) (4.3.9) 
为 应 变 率 张 量 。 Y 表示 在 Lagrange 坐标 系 E 中 的 Hamilton RT d 是 速度 梯度 式 (4 3.3) 对 


称 化 的 结果 ,是 质点 坐标 * 和 参数 : Н) ВА ЖА ТИЕ НЕ EE ВЕ КЕША ЖК ЗА ВЕНЕВ Xd 
于 和 确定 的 时 刻 ¿| — S Aaa дал ВН Euler EREA N 


d = digg = Z (V + ўе = Z (e 7 + Ç е) (4.3.10) 


ЖО У 表示 在 Euler Ж < 中 的 Hamilton 算 子 。 在 式 (4.3.9) 中 用 邓 表 示 (4 2 19) 中 第 二 
式 的 ,只 是 为 了 提示 应 在 Lagrange 基 矢量 中 进行 分 解 , 盐 实 和 ?4 是 同 -- 个 矢量 , 即 p = 
$ -事实 上 ,Hamilion 算 子 具有 坐标 不 变性 , 即 © - Vs 我们 只 是 为 了 表示 式 (4.3.9) AÈ 
(4.3.10) 起 在 个 同 坐标 系 中 的 分 量 展 开 式 , 才 分 别 用 宁 与 у 来 表示 同 一 个 Hamilton 算 子 。 
式 (4.3.10) 中 的 4 与 式 (4.3.9) а 是 同一 个 应 变 率 张 量 ,d а 符号 可 以 通用 。 

在 二 述 推导 过 程 中 ,并 没有 对 速度 矢量 v 的 太 小 进行 限制 .所 以 上 述 公式 出 时 适用 于 小 
变形 和 关 蛮 形 人 情况。 

IERIE TE Lagrange 坐标 系 直 度量 张 量 协 变 分 量 8, 的 物质 导数 反映 了 物体 的 变形 束 
E HEERKE С 本 身 却 与 时 间 无 关 , 即 G 的 物质 导数 为 零 张 量 

- 139 - 


96 _, (4.3.11) 
dr 


这 是 国 为 ,如 果 物 体 的 变形 使 协 变 基 矢量 及 伸 长 ,造成 G 的 协 变 分 量 &4 = Ё. Ë, ЕК, ал 
间 时 学 至 与 2, ЯНАО ЗУ: ВА 6: ‚87 缩短 ,因而 总 的 效果 是 G 本 身 保 持 不 变 。 利 用 式 (4， 
3.6) 与 式 (4.3.9) 可 以 证 明 | f 
dG ао) + в, ЗЕ + ЧЄ) 

за - #1810 + (о У] + [СУ s) pE) 
2d – {ё#,[#' + (о) + [( Ç e) ° p lg] 

= (e Ç + V s) — (елу + V e) = @ А 

所 以 应 变 率 张 量 d 与 度量 张 量 G 的 物质 导数 (为 零 ) 无 关 , 仅 它 们 的 分 量 d; 与 & 应 满足 关 
系 式 (4.3.8)。 


4.3.3 速度 场 的 如 法 分 解 


在 连续 介 乔 中 相 邻 质点 间 的 速度 差 , 即 速度 梯度 场 访 ,将 同时 导 笋 介质 微 元 的 变形 和 
刚体 转动 的 变化 率 。 其 中 刚体 转动 部 分 与 应 力 无 关 , 需 要 把 它 分 割 出 来 .为 此 对 速度 梯度 场 
作 加 法 分 解 , 即 


11 


v= 2069 6099) -9-90) (4.3.12) 
其 中 右 端 第 一 项 就 是 上 面 已 定义 的 应 变 率 张 量 d, 它 是 速度 梯度 的 对 称 部 分 ,第 二 项 称 为 施 
率 张 量 (或 简称 旋 率 ) ,并 记 为 A, Вр 


д, = 1 (90, 一 Tp) = ELEN ‚= $... :) (4. 3. 13) 


2 
它 是 速度 梯度 进行 反对 称 化 的 结果 ,表示 介质 微 元 的 刚体 转动 速率 。 它 在 Euler 坐标 系 中 的 
ЗЕ 


ЮЗ = Lay- V e) = Neg 


Г = T (V m: 一 Vav) = HON — vi) (4.3.14) 


于 是 速度 梯度 的 加 法 分 解 式 (4.3.12) 可 写成 
У + = y=d-0 
У = sÇ = a+ О (4.3.15) 
F Bi ЗЕ НЕ ИЕ БЕЛ ЯН НЕ ЖЕЕ ЕВА ТРА y 52 Tu ШЕ НЕК ВЕН АЕ E 
中 相 邻 两 个 质点 4 ЖИВ, АЕ r ЯШЕ + dr ,速度 分 别 为 vy 和 sg + do ИА 5(ау 
所 示 。 把 速度 梯度 的 加 法 分 解 式 (4.3.15) 代入 式 (3.3.7) ЖИМ 3.1 的 结论 , UI 
Че = {e Ç) ° dr = dr (ху v) 
得 
de = аж» + de, = d - dr + О - ағ (4.3.16) 
其 中 第 -… 项 与 应 变 率 张 量 d 有 美 ,表示 由 上 质点 4 邻 域内 的 介质 变形 所 引起 的 质点 p 的 速度 
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dm ia бг 


vty 


4 一 ”速度 场 的 加 法 分 解 


增 量 .为 了 证 明 第 二 项 的 意义 , 引 人 反 对称 张 量 О ПБА Е о 


o =- ye: Q (4.3.17a) 
X = — £ - бю = — @ ` £ (4.3.17b) 
405. (4.3.13) А (4.3. 17а) 得 
o =- e: we- ўе) дух + У x 
= > V x = rot о (4.3.18a) 


FURE o БРВ ВОДЕ ВЕ q ЭС SO r phi Ge 4 ARMER а СОА Ya EE ТЕ 5С 
ИТЕК Q БЕК A НЫ (4.3.17), ЕВЕ ДЕЙЛ; 
刚体 转动 速率 的 不 同 表示 形式 .把 式 (4.3.17b) ЛА (4.3.16) ПЗ Л, УЕ Же Не о 
为 反对 称 张 量 , 则 有 
N- dr =— dr- Q = dr- (的 £) = (ойл): E = g: (odr) 
= @ x dr (4.3.18b) 
由 图 4 — 5(b) 可 以 看 出 :由 4 ВЫ НЕ o 所 引起 的 邻近 B 点 相对 于 4 ЖЕ 
do PETRE w 和 dr 所 构成 的 平面 , 且 大 小 为 |dtp|l = 1 о: 1dr|sin6 ,车 用 矢 积 表示 ,就 
Æ LEHI o x dr 于 是 ,速度 差 的 加 法 分 解 式 (4.3.16) 可 改写 成 
de = d -df + о x dr (4.3.18) 
其 中 第 -一 项 为 微 元 变形 引起 的 速度 差 dw ВОНИ, Ма = 0,4%) = 0.25— ` 
项 为 微 元 转动 引起 的 速度 差 9 РКА, И о = 0,42 = 0,4 yim = № 
对 Lagerange WR Bt НАЖ ka АН в] РАНЕ АН ЛЕ ач р 10 (4.13.15) Вл (4.3. 
4} 和 式 {4.3.6) 得 


ag, ñ 

аа фо x É, (4.3.19) 
dg А š: 

di =-9'8. + o x É (4.3.20) 
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4.3.4 Euler 基 矢 量 的 物质 导数 


Euler 基 笑 量 本 来 是 固定 在 空间 ,与 时 间 参 数 : 无 关 的 ,但 对 运动 质点 (&*) 来 说 ,在 不 同 
时 刻 1, 它 将 占有 不 同 的 空间 点 位 (wi) ,由 于 不 同 点 位 处 的 Euler 基 拓 量 一 般 说 是 变化 的 (其 
变化 规律 可 以 用 Christoffel 符号 来 表示 ), 所 以 与 运动 质点 各 有 肯 时 位 置 所 对 应 的 Euler R E 
是 间接 地 与 参数 + ВН ВУ, ВП 

g, = в. (М (E, r)) (4.3.21) 

物质 导数 是 研究 跟随 质点 (8 保持 不 变 ) 时 物理 量 的 变化 率 . 根 据 复合 求 导 规 则 . 基 矢 

量 对 坐标 求 导 公式 43.2.1) 和 (4.1.5) ,可 得 


а-к шут, аза) 
ЯНСА BE B9 588 ЭЕ ЖА ЯШ Е, ЈЕ Euler TF 22 Et ЕЖЕ, [ЫСЫ 
ЗЕ. = E Г а = - Ural = Г 
所 以 
dg = — ур (4.3.23) 


34 (4.3.22) 和 式 (4.3.23) 说 明 : Euler 基 矢 量 的 物质 导数 与 质点 运动 速度 及 Christoffer 符号 
有 关 。 对 于 直线 坐标 系 ( 丰 = 0) 或 当 质 点 固定 不 动 (w = 0) НЕ, Euler 基 矢 量 的 物质 导数 为 
=. 

与 此 对 照 , Lagrange 基 矢 量 的 物质 导数 ( 见 式 (4,3.2) 和 式 (4.3.5)) 亏 与 速度 梯度 有 关 。 
所 以 对 于 同一 个 运动 状态 ,这 两 种 基 矢 量 的 物质 导数 是 不 同 的 ,例如 ,物体 作 刚体 平移 时 , 速 
度 梯 度 为 零 . 所 以 Lagrange 基 矢 量 的 物质 导数 为 零 。 这 是 因为 Lagrange ВРЕВА в, в A. 
ЗЕРНА EAO, ВЕ ОЗУ не sb РЕ НИР ВЕНЫ , ВЕБЕ X е а), 6. 的 大 小 
与 方向 均 不 变 。 但 是 速度 本 身 并 不 为 零 , 所 以 在 r: ы 0 的 任意 曲线 坐标 系 中 ,Euler 基 矢量 的 
物质 导数 不 等 于 零 。. 尽 管 物体 上 只 作 刚 体 平移 ,无 变形 和 无 转动 ,但 每 个 质点 在 空间 中 移动 位 
加 ,仍然 使 得 Euler 基 天 量 发 生变 化 (因为 曲线 坐标 系 中 基 矢 量 随 位 置 变化 ) 。 


4.4 矢量 场 函 数 的 导数 


本 节 研 究 矢量 u 随 质 点 而 异 并 随时 间 变 化 的 情况 ,例如 и 可 以 是 连续 介质 各 质点 的 位 
Ж . 速 庶 或 类 速度 矢量 等 -此 时 и 称 为 矢量 场 。 


4.4.1 Lagrange 坐标 系 中 矢量 场 沙 数 的 物质 导数 
把 矢量 и #1 Lagrange 基 矢 量 分 解 为 


и = EEDE) = в, 1), р) (4.4.1) 
对 上 式 求 物质 导数 ,并 利用 式 (4.3.2) 得 

d б „ d, і na 

q: = шй + a" = (ar а" 9.5 )е (4.4.2) 
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或 利用 式 (4.3.4) , 按 式 (4.3.15) 作 如 法 分 解 ,可 得 
q d : п Чё» ав‘. = . 
Ч = Ча" = ar + (e 9) га 


= За + а-и+Ю. и 


= dg, ааа, + вое, (4.4.3) 
如 果 采 用 式 (4.4.1) 的 第 二 式 , 把 XJ ЛЕДЕ 5 УРАР, ИРИНЕ ЕҢ (4.3.5) 有 
du = g Q u (e 9) 
= а.и. о u 
= (s 一 а", + 270, e (4.4.5) 
注意 易 证 因为 旋 率 O 是 反对 称 张 量 , 对 任意 矢量 u 都 有 类 似 于 式 (4.3.185) 的 关系 
2-а = -- ио = хы (4.4.6) 


旋 率 张 量 О 与 角速度 矢量 @ 的 关系 见 式 (4.3.17)。 


式 (4.4.2) 和 式 (4.4.4) 是 同一 个 矢量 8 对 不 同 基 矢 量 的 分 解 式 ,所 以 分 重 之 间 必 满足 
指标 升降 关系 


на da a m 
E + 0" 9, -P(E а. ge) 


dg. = алу / т ү j 
q - 8 МӘ” = (学 +å $.) (4.4.7) 
ТЕА ЯШЕ ВЯ „ЛЕЛЕ ВАН РЕ Ж, В 
a = рп, 
й, = би? 
但 是 
da: ; da, 
d =E а 
da, j 
Чена, Е (4.4.7a) 


УЕ ЖИГИ Е Lagrange 坐 标 系 中 ,度量 张 重 的 分 量 是 随 :变化 的 ,经 „ 0 或 sx оне 
时 出 现 两 项 ,利用 式 (4.3.7a) ,可 得 


= É; di + (Go Ba + (в) а, 
dz mri а 
= ва, + В" Vat) + ú, Су”) 
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将 上 式 移 项 , 便 可 证 得 式 (4.4.7) 的 第 二 式 。 类 似 地 也 可 证 明 式 (4.4.7) 的 第 一 式 。 
矢量 场 物质 导数 公式 (4.4.3) 和 式 (4.4.5) 的 右 喘 各 包含 三 项 。 其 中 第 一 项 表示 基 矢 量 


不 变 时 , 即 不 考虑 所 研究 质点 邻 域内 介质 的 变形 和 转动 {但 可 以 有 刚体 平移 ) 时 ,矢量 分 量 
и? ВК ы, 的 变化 率 ;第 二 项 表示 由 介质 变形 引起 的 矢量 的 变化 率 ;第 三 项 表示 由 介质 微 元 作 


刚体 转动 所 引起 的 矢量 变化 率 。 两 式 左 端 是 同一 个 矢量 人 ; 右 端 的 第 三 项 也 是 同一 个 矢量 


о х 下 ,所 以 商 式 右 端 第 一 .第 二 项 之 和 也 应 是 同一 个 矢量 , 即 


аа! a _ diş . 4.4.8 
а;Ё: + d ни = Is -i н (4.4.8) 


表 注 意 到 上 式 两 边 的 第 二 项 都 是 矢量 ,所 以 两 边 的 第 一 项 也是 矢量 ,但 一 般 说 并 不 相等 , 因 
此 由 上 起 可 得 


ба‘, _ da, í 
df + 24-м = 8 


当 介 质 有 变形 时 ,dd x 0, 两 个 第 一 项 就 水 可 能 相等 。 
其 实 , 把 式 (4.4.5) 的 第 一 项 改写 一 下 ,再 利用 式 (4.4.7a) 也 可 证 明 这 一 点 


dê: ; da... y 9а;. dn: 
а; Ë 一 4:8 一 ё 4:8: = d£: 


可 见 这 是 两 个 不 同 的 矢量 ,不 能 混淆 。 
4.4.2 Euler 坐标 系 中 矢量 场 函 数 的 物质 导数 - 全 导数 
质点 的 Fuler 坐标 是 该 质点 的 Lagrange 坐标 £' ЖИ: 的 函数 , 即 
д = (ё (у 
ARE и 在 Euler 坐标 系 中 的 分 解 式 为 
и = w Ca (Et), ig (<t (2! г) 


. = mha ВСЕ, т) (4.4.9) 
对 上 式 的 第 一 式 求 物 策 导数 , 记 做 立 , 并 利用 式 (4.3.22) 得 
А ц! í т d т иі m kyo 
й = Чи - g +u s= (9 атру), (4.4.10) 


Ж Яй (4.1.7) 形式 相同 ,区 别 仅 在 于 式 (4.1.7) 研 史 的 是 一 个 质点 上 的 矢量 ,而 这 里 研究 
的 是 连续 介质 中 任何 一 个 确定 的 质点 上 的 矢量 :因此 这 里 的 & НУ АН, ВП Нил 
9 u | Euler # Ж ЖЕЛ ЕТ P) 2 u' 简称 为 Euler 分 量 , 则 和 式 14.1.8) 相似 ,可 以 定义 


р = qu + u"a (4.4.11) 
HKA Euler 分 量 в 对 参数 上 的 全 导数 .于 是 式 (4.4.10) 可 写成 
du Du: 
du „Ги (4.4.12) 


ИГА BE Fuler 分 量 的 全 导数 等 于 矢量 物质 导数 的 Euler 分 量 , 或 简称 为 全 导数 是 物质 导数 的 
Euler 分 县。 


全 导数 式 (4.4.11) 中 的 第 - -项 由 жш 的 Euler 分 最 w (г! 4) 的 物质 导数 . 求 导 时 质点 


2 保持 不 变 , 也 证 以 把 wi 表示 成 Euler HEER at 和 1 ЙОРИ, ВН 《xX ,fo 应 该 指出 ,u(x* в) 
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与 (Z, i) 并 不 是 同一 个 函数 ,它们 之 间 可 以 利用 坐标 转换 关系 式 (4.2.13) 进行 转换 , 即 
w(t) = W(t( 各 ,1) ,1)。 将 有 端 重新 整理 后 ,得 到 w 是 和 与 ;的 男 一 形式 的 函数 (7， 
1。 对 运动 质点 来 说 ,其 Enler 坐标 x (E , r) 是 随时 间 而 变化 的 ,如 果 先 把 2 暂时 固定 , 则 总 
变化 率 % 应 等 于 固定 空间 点 位 * 处 上 的 变化 率 和 由 于 质点 迁移 到 男 一 个 相 邻 空间 点 位 而 
引起 的 w 的 变化 率 之 和 , 即 ( 利 用 式 (4.2.17a)) | 


йш _ (2) 9и (дя) 
= 2 + 2x* A 2; А 


_ (2) Шү; Эи (4.4.13а) 


Атаа х 


Jt = д 
Әи _ дщ'(х*,{) 
9% ^ дл* 
(2) = Эх (di, 1) _ k 
dt de = At =? 


把 式 (4.4.13a) КА (4.4. 11) ,并 利用 协 变 导 数 的 定义 式 (3.3.15a) , 则 全 导数 为 


Ри ац! ды" эү 
pr = (25) (98 + атг.) 


= (2), + аууш?) (4.4.13) 
其 中 第 一 项 称 为 局 部 导数 , 它 是 观察 者 站 在 固定 空间 点 位 х* 处 所 观察 到 的 矢量 分 量 w 的 变 
化 速率 ,引起 这 种 变化 的 原因 是 由 于 介质 在 运动 ,不 同时 询 ; 通过 同一 空间 点 位 族 的 物质 质 
点 是 不 同 的 ,而 矢量 场 二 又 是 随 质 点 而 异 的 ,所 以 观察 者 看 到 的 是 定 闵 在 不 同 质点 上 的 不 同 
矢量 x; 第 一 项 称 为 迁移 导数 , 它 反映 了 当 运动 质点 迁移 到 根 邻 的 另 一 空间 点 位 时 矢量 分 
Ша 的 变化 速率 。 

Жї: (4.4.9) 的 第 二 式 求 物质 导数 ,利用 式 (4.3.23) , 则 与 式 (4.4.10) 相对 申 , 得 到 


或 写作 
фи _ риа ' (4.4.15) 
其 中 全 导数 
тш _ аш at (4.4.16) 
或 (利用 协 变 导 数 定义 式 (3.3.15b)) 
Ви, А 
D = (z) ‚ + (и, ) (4.4.17) 


i 


. Ви. и А 
天 中 第 项 为 局 部 导数 < 由 丁 жиг а наи Ну, ЯН КЕ 
НХ = 
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ли Ti 
Du; Би 4.4.18) 
Dr Z ту ( 


再 看 式 (4.4.17) #15 (4.4.13) ,两 式 右 端 第 二 项 (迁移 导数 ) 是 同一 矢量 s+ (V u) 的 协 变 、 道 
变 分 量 ,它们 必 满 足 指标 升降 关系 。 由 此 可 知 ,第 一 项 (局 部 导数 ) 也 一 定 是 同一 矢量 。 这 一 
点 也 可 这 样 来 证 明 :矢量 и 的 分 量 满足 指标 升降 关系 
и! = ви 
对 空间 点 位 at 来 说 ,Euler 坐标 系 的 度量 张 量 д* 是 与 :无关 的 ,所 以 把 上 式 对 1 求 导 得 
(F) = #[22) 
д: = В аа 
即 两 个 第 一 项 满足 指标 升降 关系 , 式 (4.4.17) 和 式 (4.4.13) 两 式 右 端 第 一 项 (局 部 导数 ) 也 
是 同一 个 矢量 { ZE), 的 协 变 . 道 变 分 量 。 以 分 量 形式 表示 的 式 (4.4.12) (4.4.13) 与 式 
(4.4.15) (4.4.17) 可 以 写成 如 下 统一 的 矢量 形式 


其 中 第 -- 项 为 局 部 导数 。 
应 该 指出 , 式 (4.4.10) 和 式 (4.4.14) 右 端的 两 项 之 和 都 等 于 同一 个 矢量 Se ,因此 


dg, + чів. = ет (4.4.20) 


їн Ез лаа, 与 右 端的 第 一 项 号 ge: 者 不 是 矢量 ( 即 对 Euler YR +° 的 转换 都 


Ё 
不 具有 不 变性 ) ,而 且 互 相 也 不 相等 , 即 
du du, ; 
4:8: 7 gi8 


Е 


升降 关系 。 可 以 这 样 来 证 明 :求生 J m , Lagrange 坐标 6 保持 不 变 ,而 Buier 坐 标 心 是 变 
化 的 ,因此 度量 张 量 деа) 与 : 有关, 于 是 


da d. 5 
а 5 4:080) = g 


既然 式 (4.4.20) РНР ЛЛА Е, НТА, ИД B 586636 — NERE EER, 
而 且 也 不 相等 。 

综 上 所 述 ,矢量 «的 物质 导数 学 是 一 个 矢 重 ; 失 量 在 Euler 坐标 系 中 的 局 部 导数 和 迁 
移 导 数 也 都 是 失 量 ,矢量 的 Lagrange 分 量 和 a; 的 物质 导数 分 别 都 是 矢量 ,但 不 是 同 . -个 
BL Ш u ËJ Euler У EF u 和 m, 的 物质 导数 不 满足 Euler ЧЕ} ЖА h 0936368 LE - Ж ‚ШЇ 
县 都 不 是 矢量 。 

当然 ,可 以 代表 任何 矢量 场 ,例如 ,如 果 ш {ей Б ‚ЗИН 就 表示 速度 ;如 果 u 代表 束 
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a du; 
de 


Be, MI SE 就 表示 加 速度 。 | 
前 面 我 们 已 经 指出 .Lagrange 坐标 £: —J H ñE E I £Ë A ba ЕЛИ Euer ХАК а 的 好 处 
ЖЕ] PASE КА ВЯ АКА ‚Хх НЕН) kl S: ЖИН ЕЕ ЧАРЕ ВУИ ИЕ 


4.4.3 ”坐标 转换 关系 
把 矢量 的 物质 导数 对 Lagrange ЖЕ ВЕТ Euler ЕН, 式 (4.4.2) ,34.(4.4.4). А 
(4.4.12) 和 式 (4.4.15) 得 
ее = [96 ее 


а; 
Dug рш -pr (4.4.20) 


DESDE 
对 于 确定 的 时 刻 4, 可 以 认为 x 与 &' 是 一 种 坐标 变换 。 式 (4.2.14) АНУ THERE 


关系 。 代 八 上 式 后 可 得 相应 分 量 的 如 下 转换 关系 
da ge gp = BE Вы 
de Ê %® = SZ Di 


då, э» _ Ja Ош, 
dz = й АТА = аё! D: (4.4.22a) 
或 反 演 成 
Du: 


БЕ ~ (sz + 4" 多 oj 


Pa. ejda а Za") (4.4.22Ь) 
对 于 小 位 移 和 小 速度 问题 , 右 端 括 导 中 的 第 二 项 可 以 略 去 ,对 于 - 般 情况 则 应 保留 。 

如 果 矢 量 м 就 是 速度 场 , 则 < 就 是 介质 的 加 速度 ,只 要 把 上 面 公式 中 的 岂 Яп, 改 成 
入 ,就 可 以 得 到 计算 加 速度 的 各 种 分 量 值 。 

4.4.4 和 天 量 场 函数 的 相对 导数 


有 两 种 观察 物理 现象 的 方式 。 一 种 是 观察 者 位 于 静止 的 空间 坐标 系 中 ,观察 矢量 u 随 参 
$Z 的 变化 速率 ,这 就 称 为 绝对 导数 。 另 . -种 是 观察 者 跟随 活动 坐标 系 一 起 运动 和 变形 , 观 
RRE и ИЖ, ;相对 于 活动 傅 演 保 的 变化 速率 ， 这 称 为 相对 导数 。 

以 理论 力学 中 的 刚体 运动 为 例 , 设 i, ў 为 圈定 在 ñ 
ЗЫР ААА Г, Е 为 跟随 刚体 运动 的 活 
动 稍 卡 尔 坐 标 系 ,刚体 (办 而 活动 坐标 系 ) 在 静止 坐标 
系 中 的 旋转 角速度 为 四, 如 图 4 -6 所 水， 

把 矢量 u 对 静止 举 标 系 分 解 为 

и = udt u, f+ uk 
WER 1,],Е ERRER], W| и 的 绝对 导数 为 
Чи Ян... Зи. du, 

d а t arf + а; 


т> 


K 


84-6 Wet em ans t= s 
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把 矢量 и 对 活动 坐标 系 分 解 为  _ 
и = ñi + ú, j + ПК 
注意 到 基 矢 量 fj, k EEE) 变化 的 , 则 的 绝对 导数 为 


dà. dú dd, df, df. ай, 
学 = ait di а а *Ъ T tü шщ (4.4.23а) 


其 中 前 三 项 不 考虑 基 矢 量 的 变化 ,是 矢量 ы 相对 于 由 站 了 ,证 А Ер ЛБЕ, 
称 为 相对 导数 ,并 记 为 


ан 98.: diys ай, 
(98). = а: аг) t а; 


Жа ИЖ А EREHE, HAFA ТИПН ДА ДС 


di # 
de 7х! 
ах 
ЯК ох Ё 


可 改写 成 


Bx x 


它 是 观察 者 站 在 静止 空间 中 观察 到 的 .由 于 矢量 и 跟随 活动 参考 系 一 起 旋转 而 引起 的 矢量 
и 的 变化 率 , 称 为 这 连 导数 , 当 观 察 者 和 活动 参考 系 一 起 旋转 时 , 窑 连 导数 是 感觉 不 到 的 。 榨 
趟 (4.4.23a), 纵 对 导数 就 等 于 相对 导数 和 举 连 导数 之 和 


й = (9), + O x (4.4.23b) 


对 可 变形 的 连续 介质 来 说 ,物体 不 仅 作 刚体 平 称 和 旋转, 而且 还 发 生变 形 。 前 面 已 经 讨 
论 过 矢量 и 的 物质 导数 , EE Lagrange 协 变 、 道 变 基 中 的 分 解 式 分 别 为 式 (4.4.3) 和 式 
(4.4.5) 


i (4.4.24a) 
-Sa (4.4.24Ь) 


5,2 O u = хи Нет Lagrange 基 矢 量 的 变化 而 引起 的 全 部 影响 ,所 以 物质 导 
数 是 静止 空间 中 的 观察 者 所 看 到 的 绝对 导数 。 


45 张 量 场 函 数 的 导数 


4.5.1 任意 阶 张 量 场 敌 数 的 物质 导数 


为 了 讨论 方便 ,我 们 以 三 阶 张 量 了 为 例 ， 自然 也 不 难 把 它 排 广 到 任意 阶 张 量 中 去 。 
三 阶 张 量 了 在 Lagrange 坐标 系 中 的 分 解 式 为 
T = PF20086, = Твар‘ = - = ТЁРЕ" (4.5.1) 
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ЗЕЕ ВН) Lagrange 分 量 和 Lagrange 基 矢 量 均 是 质点 坐标 2° ИН + ВО РЁ, ВЕ 


Р = P(t, 
有 = 8,42”, 2), 
ЖЕ Euler 坐标 系 中 工 的 分 解 式 为 | 
T = Tšg gg, = TS g p g: = = Tag ҤЕ" (4.5.2) 


由 于 质点 在 运动 , 张 重 的 Euler 分 量 和 Ealer 基 矢 重 均 通过 变化 着 的 质点 Fuler ёк = 直 
接 或 间接 地 与 参数 ЭС, ВП 
TE = 了 (人 
É, = ÉKE, i), 
对 于 三 阶 张 量 来 说 , 式 (4.5.,1) ЖБК (4.5.2) 中 各 有 8 种 不 同 的 协 变 . 道 变 和 混 变 的 分 解 
形式 .对 任意 п 阶 张 量 则 有 2° 种 和 不同 的 分 解 形 臣 。 
在 某 个 确定 的 时 刻 +, 同 一 个 张 量 的 Lagrange 分 量 和 Euier 分 量 间 满足 一 定 的 转换 美 系 。 
例如 


А ‚ 92 22 grt 
— у i - 
Fe 一 ТУ, ахі B дё* 


Ti = №. S= s5 3 (4.5.3) 
TRAER АЕ ж ЕЕ : MEH, ЕРИК ЇН ЖЇЗЇ ДУ Ж ЕН ЭЗЕ Е, 
利用 Lagrange 基 矢 重 的 物质 导数 公式 (4.3.2) 和 式 (4.3.6), 张 量 了 的 物质 导数 在 
Lagrange КАФК Н ИЖ Ет 


Дт Å даа a 
de = q BBE) 


+ Т* 90 + P Guel + F чуо" г а, 


“а^ + fx, 90 + P". фе - М, Фм" BBR 


ЕТНА (4.5.4) 
ERRA 8 种 分 解 形式 ,每 种 分 解 所 得 到 的 分 量 都 满足 指标 升降 关系 ,例如 


dR Oy ды m SJ в д 
+ 


= z (Se -Ps 96° Pra 96" Pn фы") (4.5.5) 
但 分 量 所 含 4 项 的 每 一 项 并 不 满足 指标 升降 关系 (类 似 矢量 情况 的 式 (4.4.7a)) ,例如 


类 世 于 矢量 场 的 全 导数 式 (4.4.12), 张 量 玉 的 物质 导数 在 Euler 坐标 系 中 的 分 量 称 为 张 
量 分 全 的 全 导数 .共有 8 种 
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! т* рт? Da; 
ЕП = ET EEEk — Сту, е.в," = * = “гете (4.5.7) 


其 中 ,类似 于 矢量 场 的 式 (4.4.11) 9 (4.4.16), Ч 
DT dT* + тугі + ТУРА + тА, 


pt а; 
у š . ， _ " 
= - Ч + ТУАР), + Таг? — Tš "ГҮ 
Dy - 47 -Toe Ts — T. oD ТРГ (4.5.8) 


8 种 全 导数 之 间 互 相 满足 指标 升降 关系 ,但 在 式 (4.5.8) 右 端的 4 项 中 ,各 项 分 别 都 不 是 
张 量 , 都 不 满足 指标 升降 关系 。 | 
把 式 (4.5.8) 中 的 第 一 项 按 复合 函数 求 导 规则 化 为 (以 2 为 例 ) 
атї, ат, Әт, ат*,, 
Саг = (эЛ. = (2800) + эл 
则 类 似 于 矢量 场 的 式 (4.4.13) 和 式 (4.4.17) .全 导数 可 写成 
рта (27°) зил = (272) „тар 


== 
= 


Рз Jt m 
DTY a Tš ñ И ат | 
рг" = (2224) к WT = (Sa) + TŠ... D 
DT ат, ат 
_ —.. й _ 2. m 
D: 7 ( 58), ко У. Ти = | 5) + Таи (4.5.9) 


共有 8 个 这 样 的 式 子 。 其 中 右 端的 第 一- 项 称 为 局 部 导数 ,第 二 项 称 为 迁移 导数 。 和 矢量 场 一 
样 ,这 两 项 分 别 都 是 张 量 , 因而 分 别 满足 指标 升降 关系 。 类似 于 矢量 场 的 式 (4.4.19), 3È 
(4.5.7) 和 式 (4.5.9) 也 可 写成 张 量 形式 为 
че = (55) +v сугу = (27) +r y)-v (4.5.10) 
其 中 第 一 项 为 局 部 导数 。 

类 似 于 矢量 场 的 式 (4.4.22a) 与 式 (4.4.22b), 在 确定 的 时 刻 ，, 张 量 物质 导数 gz 的 


Lagrange 分 量 和 Euler 分 量 之 问 满 足 转换 关系 ,例如 
а?” ОТ, аё" agt a, 
d: Di ак аж аё 
277 df ap a am ль ag a E аж ag 
D [97+ + Í. мым + F et - №, $") 35 ss 5 
应 用 这 种 转换 关系 的 一 个 例子 如 下 。 设 在 某 时 刻 A Lagrange 坐标 和 Euler 坐标 为 同 -- 
个 坐标 (例如 ,在 := 0 时刻, 两 个 坐标 系 都 采用 笛 卡 尔 坐 标 系 ) , 则 在 该 时 刻 ， 有 
E = х, й = р, {4.5.12а) 


° + 1% ху" + P xet Р Oe = 


(4.5.11) 


代入 式 (4.5.3) 后 得 
Pi, = Tš, (4.5.12b) 
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即 张 量 的 两 种 分 量 在 时刻 是 相等 的 。 当 上 增加 到 上 + di 时 ,质点 的 Lagrange EERIE £: 保持 
ЖК ЯВ, ПН. Euler 5 ЕН x° 将 国 质 点 运动 而 变化 ; 另 一 方面 ,Lagrange 基 矢量 g, 将 因 物 体 的 恋 
形 和 旋转 而 发 生变 化 ,而 Euler 基 矢 量 g, 将 因 另 一 个 原因 , 即 质 点 运动 到 另 一 个 空间 位 置 ， 
而 发 生变 化 o。 所 以 式 (4.5.12a) Æ г + di 时刻 已 不 再 成 立 , 代 入 式 (4.5.3) 后 可 知 

Pup + da) > TË Cr + dt) 


因而 张 量 的 两 种 分 量 和 在 + 时 刻 的 变化 率 并 不 相等 , 即 


97%, ат", 
її > d; 
它们 之 间 的 关系 可 由 式 {4.5.10) 导出 。 在 该 t 时 刻 由 式 (4.5.12a) 
2E _ 
Эл — Н 
2 _ ы (4.5.13а) 
аё“ = a ‚э. а 
H 
Ў.б = Уи (4.5. 13b} 
将 此 代 人 式 (4.5.11) , 移 项 ,并 利用 式 (4.5.121 得 到 在 该 ;时刻 
afi, = рта - TH, М — Р лун + ТЎ ча" (4.5.14) 
把 式 (4.5.8) 代入 ,并 注意 到 式 (3.3.15a) 则 
Мын = se + P, 
V; u зв + ГЕ 
ЕВЕ 
df ат? љ a „ Jr ‚о а 
га =- = ® _ улу, эл 一 Т”, £ + т) F (4.5.15) 


4.5.2 КАЕ ЛЕ Е 
下 面 对 最 常用 的 二 阶 张 量 场 作 进 一 步 的 讨论 o OKEI H TE Lagrange EIRA F Euler 


坐标 系 中 的 分 解 式 分 别 为 
Н = ёф = Кд’ = Kreg, = hgg (4.5.16) 
H = А.в, = № g p. = A Ue E, = h g g (4.5.17) 


把 Н И RÉ нэ (4.5.4), ЕГЕ Lagrange 坐标 系 中 的 分 解 式 为 


= ep 


di: ` а 
(Bf Yo i, оч) 
- (HE - Б Qa" + A” 9.0] 28 
= ( _ [ДИ Go + P. w 6" = (4.5,18) 
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如 前 式 (4.5.5) 所 述 , 以 上 4 种 分 量 作为 整体 是 满足 指标 升降 关系 的 .但 括号 中 的 每 个 
对 应 分 项 之 间 并 不 满足 指标 升降 关系 。 由 式 (4.5.7)、 式 (4.5.8) 和 式 {4.5.9) ,物质 导数 H ТЕ 
Euler 坐标 系 中 的 分 量 称 为 全 导数 , 冯 


`; 


其 中 | 
рь - (2). + А? = S + PPL, + ВРАГ, 
рк, = Е чим, = qk + АТАЛГЫ — МГ" 
e = Е + м МА = аы 一 АГА + ВГУ, 
Ta = (Эк). +=" МА, = з + hyp Ca — ААГ (4.5.20) 


上 式 中 的 三 项 , 即 全 导数 .局 部 导数 和 迁移 导数 都 是 张 量 ,所 以 各 项 都 分 别 满 足 指标 升降 关 
Ж. 
物质 导数 是 绝对 导数 ,下 面 讨 论 相对 导数 ,把 式 (4.5.18) 用 实体 记 法 天 水 成 
ан 
Eri = 
= Ноу + (6 V) H- Hlg} 
= FE. - (V e) - H + H( Ç s) 
Но — (V s) - H - Hiv V) {4.5.21) 


На + (в V) H+ H( s) 


1! 


其 中 


н 
a 

h ж 
% 


Но 
Но = ав 
Не = `a: É Š; 


在 = TEF (4.5.22) 


(4.5.22) 是 让 ,站 ww) Но ‚Яш, 的 定义 ,它们 表示 当 观 察 者 在 4 种 不 间 的 参考 架 中 所 看 
到 药 张 量 相对 帮 参 考 架 的 变化 率 。 НТ (4.5.21) 的 4 个 式 子 中 与 速度 梯度 有 关 的 后 两 项 
都 是 张 量 ,但 又 互 不 相同 ,所 以 相对 导数 Hay f. B. 和 Но 是 4 个 林 同 的 张 量 。 这 类 相 
对 导数 在 Euler 坐标 系 中 的 分 解 式 记 为 


БЫ 
Нау = Br ЁЁ; 
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Йо = i (4.5.23) 
代入 式 (4.5.21) ,并 将 该 式 中 的 各 项 (BH 的 物质 导数 ,及 售 速 度 梯 度 的 项 ) 也 在 Euler 坐标 系 
中 人 分解, 利用 式 (4.5.19) , 移 项 后 可 得 如 下 分 量 关 系 : 
5һ? DA ioan a | 
= А” В ху 


бт Dr 

ав, = DA 一 r h + hi ии", 

We Dh (rh = ы" Yav 

% = тх + СУ” ho + һм”, (4.5.24) 


式 中 两 个 记号 Vv = s, 选用 个 使 得 上 式 成 对 的 旺 指 标 紧 紧 相连 。 用 全 导数 起 (4.5.20) 46 
人 人 式 {4.5.24) ,还 可 得 到 
б Ч Ov jm ры OU 


t 7 а эм Эх” 

мы. 

= = ы + Dh А. = (4.5.25) 
AIAR (4.3.15) 对 速度 梯度 进行 加 法 分 解 , 式 (4.5.21) 可 写成 


dH „ 
H = Зу = Но + (d- H + H-d)+ (G. H - H : 9) 


= a + (а. H-H-d)+ (GQ . H - H - Q) 

= Мо - (d- H- H -d)+ (Q -. H н. Q) 

fia - (d. H +H-d)+ (о-н H: а) (4.5.26) 
可 以 看 到 ,以 上 4 式 中 与 旋转 有 关 的 第 三 项 是 同一 张 全 ,所 以 前 两 顺 之 和 也 是 4 个 互相 相等 
的 张 量 , 称 为 Jaumann 导数 , 记 为 人 2 或 友 ,, 即 


. GH А 
Н; = gr = Ha + (2 - H + H а) 


= Но + (d - H - H . а) 
= H. - (d - H - H - a) 


= fi - (d - H + H а) (4.5.27) 
或 
=H dH 
H, = "у = dí P H + H - Q 
dH 
= + T @ xH +Hx о (4.5.28) 


尼 是 当 观 察 者 跟随 介质 微 元 .起 旋转 但 不 一 起 变形 时 所 看 到 的 ‚ЖЕЕ 五 相对 于 以 中 ЖЖ 
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СЕРЫ o 为 角速度 , 见 式 (4.3.18b)) 的 刚性 转动 参考 架 的 变化 率 , 所 以 又 称 为 物质 共 旋 率 。 
Jaumann 导数 与 坐标 系 旋 转 无 美 , 是 一 种 能 反 映 张 量 客观 人 性 的 导数 , 育 较 重要 的 应 用 。 
把 式 (4.5.27) 对 Lagrange 基 分 解 ,利用 式 (4.5.22) ,可 得 Jaumann 导数 的 Lagrange 2} Е 


前 = ЧЁ, фол" а та 


dt 
dñ о болы 

Hi, = үл + di ñm, - RL. d", 

Kpa ЗЕ тр m | 

НЕ = Ч; - dihi + а 

Hy = р Ф" – had" (4.5.29) 


把 式 (4.5.28) 对 Еш ег ЖОШ, А (4.5.19) 得 Jaumann 导数 的 Euler 分 量 
КУЫ DA" loy A" bn y "7 
= = w _ (F. + 三 


© Dz 

= = Dh 一 („А + А0", 

зһ _ Dh Qh + вто 

2, _ DAs ~ A; hr + hed, (4.5.30) 


把 式 (4.5.27) 对 Euler ЗЕ, ЖЕЛИ рт На На ‚Ис ‚Но, ‚На 的 Euler FÆ 
дА" h` _ di h" — ha 


б 7 = 

ак, = =з - d 5 + hind”, 

She м + - ытар 

S = Э + ФА + had", (4.5.31) 


E F jaumann 导数 是 张 量 , 它 的 4 个 Lagrange 分 量 式 (4.5.29) 或 4 个 Fuler 分 量 式 (4.5.30) 都 
分 别 互 相 满 足 指标 升降 关系 ‚НЕВЕ ВАНН] сЕ Ве Lagrange 分 量 和 Euler 分 量 之 闻 满 足 
如 下 转换 关系 


р: _ 28 Эё h” Әт" Әк" ә Ён 
7 ах дк" ӘЖ ' mh С ду! аі? 

È 2£' Əx" DAT, h", _ Әх" ag fi 

Jj 一 ах" 2g = э Ср 一 аё! Эх" у 


ро Әд" 28 Shi hð дес да" e, 


ag: Эх ©з ° Эй T Әх" ве "А 
А Эх" Әл" Bhu Zh n JEt аё? e 
H y = Je эе! 2% ' "өңү = Эх" Fa H, (4.5.32) 


但 式 (4.5.31) PRSE S АБСЕ НЕЧА, Е EE e ZZ, 
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习题 四 


4.1 T Ар в SEEE 28 Euler 笛 卡 尔 直 角 坐 标 系 , 故 指 标 不 分 上下。e， е5, ёз 为 坐标 方向 
单位 矢量 。 已 知 位 移 场 为 Ces яо м, , !) ‚Ж НЕ) ‚(б ж ‚ж, , яз 1) АУ ЕН и 
对 时 间 : 的 物质 导数 经 的 分 量 表达 式 。 

4.2 ШЕНЕ 4.1 在 Ешег Е А R PRE и 对 时 间 # 的 Jaumann TA ш, 
Зе. 

4.3 ” 斌 在 球 坐 标 系 中 直接 用 正 交 标准 化 基 矢 量 的 求 导 公式 推导 质点 速度 与 加 速度 分 
нах. 

4.4 — HEE, КЖ Е Г ЕЕ НОЛ R, 
以 等 角速度 с 绕 轴 转动 (如 图 4 - 7) ,绳索 在 运动 过 程 中 始终 
Ви HEI z = r = O. 

3K: (1) 质点 加 速度 а 的 道 变 分 量 与 物理 分 量 ( 通 过 р. 
958 表达 )。 

(2) 当 Ө 角 增 加 至 一 定 值 时 ,8 = # = 0, 问 此 时 对 应 的 8 
Мф 的 关系 ,及 绳 中 张力 T. 


е 


4.5 ”直接 用 正 交 标准 化 基 矢 量 的 求 导 公式 ,由 式 A 
d = (e V + у) ы, TE 
Ф 
导出 圆柱 坐标 系 中 应 变 率 张 量 d 的 分 量 通 过 速度 分 基 的 表达 
式 。 84-7 


4.6 AFREIRA ЛУУК d 的 分 量 通 过 速度 分 量 的 表达 式 。 
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5 张 量 分 析 在 线 弹 性 理论 中 的 应 用 


5.1 УКЕ 


5.1.1 НМ 


力 是 矢量 , ТЕЗЕбЕ ЛҮ ДА, К ЛАРК ФЕ ЭПКЕ ТП ЕДЕ h Ж ЕЕ PERE E АГ ЛЕ PT 
НЕВОЛЕ Е 021 ИҢ ЯА 71, ШҮ AARE 5 Ж У ЛЕ ВЕ ТЕ НУ PE Pt ТАЙ bs 
作用 在 面积 元 素 上 的 力 叫 做 面 称 力 , 这 个 面 元 可 以 是 连续 介质 边界 上 的 - :部 分 ,也 可 以 是 连 
续 介 质 内 部 曲面 上 的 一 部 分 -面积 力 常 常 通 过 物 位 之 间 和 的 接触 产生 。 


为 了 描述 面积 力 ,必须 引进 应 力 矢 量 ! 或 
称 表 面 牵 引力 )》 的 概念 ,图 5 - 1 表示 一 连续 x 
介质 材料 , 它 占 据 空 间 Roh T УМЕЛИ 
的 一 部 分 传递 到 另 一 部 分 ,所 以 被 曲 而 5 也 
ERHET V 内 部 的 材料 与 该 体积 外 部 的 材料 
在 曲面 5 上 相互 作用 着 力 。 相 5 ГР, 
НИС AaS AAFS, Н 45 包含 PP 点 ,ni 是 
3 在 点 忆 处 的 单位 外 法 向 矢量 。 于 是 体积 VY 外 


部 的 材料 经 由 AS 对 了 内 部 的 材料 施加 着 面 
积 力 .这 是 一 个 复业 的 分 布 力 系 , 由 理论 力学 
中 关于 为 系 简 化 的 理论 , 当 向 P 点 简化 时 ,一 
最 可 以 得 到 一 个 主 矢 和 一 个 主 矩 。 设 主 矢 为 
АЕ. АМ, ,如 图 5 - 于 所 示 。 


图 35-1 面积 力 


力 元 Af, 除 以 45, 称 为 作用 在 以 严 为 外 法 向 的 面 元 AS 上 的 平均 应 力 矢 量 。 当 AS 在 点 P 
处 趋 于 零 时 , АЁ 趋向 于 - ТОН АЛЕНА О „рау еШ 


df, 


JS 称 为 点 PP 处 具有 法 线 # 的 面 元 上 的 应 力 矢量 (或 称 表面 


8 5 -.2 


А Ji 


EA ИИ И 5 — 2 тя ЫП P МЕ АМ, 
除 以 AS 再 取 极 限时 不 等 于 零 , 则 还 应 在 该 点 定义 -应 力 
BRE En .弹性 理论 中 有 -个 分 支 俩 究 这 样 的 应 力 候 ， 
在 线 弹 性 理论 中 不 考虑 应 力 倘 。 


РИ ВЕНУ ЕЖЕ М. 
и. _ 44 
e” = Шал = а (5.1.1a) 
РЕ АЛ 


19 = цы Аб = df (5.1.16) 
RRAS 
采用 记号 (в et) ) 是 为 了 强调 这 一 事实 .在 连续 介质 中 点 PALAJ ЖЕНИ НХ 
赖 于 所 取 的 无 限 小 面 元 95 = dSn 的 朝向 ,因此 必须 标明 单位 外 法 向 wo 对 于 县 有 不 同 单位 
外 法 向 的 面 元 ,在 点 P 处 相应 的 应 力 矢 量 一 般 说 来 将 是 不 一 样 的 ,特别 地 ,在 点 P 处 体积 VV 
内 部 的 材料 经 由 AS 施加 在 外 部 材料 上 的 应 力 矢 量 是 1 ,根据 牛顿 第 三 定律 ,我 们 得 到 
1079 = 09 {5.1.2а) 
或 
£t > — £t) (5. 1 .2b) 


5.1.2 应 力 张 量 


由 前 所 述 ,应力 矢量 O [п] АУТ п 
有 美 ,在 这 里 代表 以 点 P 为 内 点 的 无 限 小 面 
T dS 的 朝向 ,我 们 定义 :在 点 了 处 所 有 可 能 的 
所 对 应 的 ”的 全 体 , 称 为 在 该 点 处 的 应 力 
状态 。 幸 运 的 是 不 必 一 一 说 明 每 个 外 法 向 矢量 
所 对 应 的 应 力 矢 量 之 后 才能 圆满 地 描述 给 定 
点 处 的 应 力 状 态 ,而 只 要 用 3 个 订 共 面 的 外 法 
线 方向 的 面 元 上 的 应 力 矢量 就 能 完成 这 个 任 
务 。 而 且 正 巧 构成 一 个 二 阶 张 量 ,这 个 二 阶 张 ”入 
量 就 叫做 应 为 张 最。 团 5-3 ”应 力 矢量 在 管 卡尔 标 架 下 的 分 解 

下 面 我 们 就 来 逐步 证 实 上 述 这 一 结论 。 

为 方便 起 见 ,我 们 可 以 在 笛 卡 尔 坐 标 系 ox xs xs 中 讨论 。 取 以 el eye， 为 单位 外 法 线 的 
3 个 坐标 平面 上 的 应 力 矢 量 进 行 研究 ,如 图 5 - З 所 示 。3 个 学 标 平面 上 的 每 .个 应 力 矢 量 都 
可 按 币 卡尔 标 架 分 解 , 并 写成 


E = sue) + Fil, + срез 
і) = Ta BI + сре + без (5.1.3а) 
£ = вые, + Snt, + све, 
或 者 用 求 和 记 法 把 3 个 式 子 统 -- 写 成 
1%) = вузе, _ (5.1.36 


我 们 把 9 ТЯ о, 称 为 应 力 分 量 .显然 应 力 
分 量 的 第 一 个 指标 意味 着 有 关 应 力 矢 量 所 在 面 宛 
的 朝向 ;第 二 个 指标 意味 着 有 关 应 力 失 量 的 第 几 
个 分 量 , 如 图 5- 4 所 示 。 图 中 画 出 的 应 力 分 量 帮 是 
正 的 ,也 即 控 о, 全 部 大 于 零 的 情形 画 出 的 .我 们 党 
党 把 垂直 于 各 面 元 的 分 量 w， +G ‚т ЯК ЖЕ КУ 2]; 
而 把 作用 在 面 元 内 { 妈 与 面 元 相 切 ) 的 那些 分 量 
бу, бту, ав, 和 Фар ПИ 1 ЗУ py +. 
85-а 应 力 张 量 由 式 (5.1.2) 立即 可 知 ,作用 在 以 - e, 为 外 法 
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启 的 面 元 上 的 应 力 矢 量 , 它们 的 分 量 正巧 与 相对 应 的 以 е, 为 外 法 向 的 面 元 上 的 情形 相反 
(一 般 画 在 图 5 - 4 中 六 面体 的 另外 三 个 面 元 上 ,在 此 未 画 出 )。 由 此 可 抑 , 若 а, > 0, 意 味 着 
在 点 PP 外 在 x 坐标 轴 方 向 是 爱 拉 的 ,反之 受 压 -对 于 ca ,oa 有 相 类 似 的 结论 。 

下 面 我 们 证 明 9? 个 应 力 分 量 о, 构成 一 个 二 阶 笛 卡 尔 张 量 , 它 就 是 所 谓 的 应 力 张 量 , 记 做 


五 ,和 且 有 


E = s;e,e; . (5.1.4а) 
或 者 直接 写成 下 面 的 方 阵 形 式 
би Әу gi 
£ = P G> > (5.1.4) 
Оз 0952 сз 


现在 我 们 考察 Р SA Rb E ТТ ДОЛУ 7] дс ВЕ о, 的 关系 ,这 可 以 通过 作用 在 小 四 面体 
土 的 力 的 平衡 来 建立 它们 之 间 的 关系 。 取 四 面体 的 项 点 为 Р, ЕШ ABC 垂直 于 mi ,其他 3 个 
面 垂直 于 坐标 轴 , 如 图 5 -5 所 示 。 


图 5 -5 微 元 四 面体 上 力 的 平衡 


设 底面 АВС 的 面积 为 dS, 则 其 他 3 个 面 的 面积 是 底 看 积 的 投影 , 即 对 于 面 元 СРВ 有 
dS, = dsSn; 对 于 面 元 АРС 有 45, = dSn; ;对 于 面 元 BPA A dS, = dSn; o RAI RA- -HIE 
式 

95; = 459 • e, = n;dS (5.1.5) 
ЖЕНЕЛЕР Е возр | ЕЕ .. КИШЕ # ҖЕ RRA #2” ЧЕ 
才 在 四 面体 上 的 体积 力 为 ор; (包括 惯性 力 , 加 果 它 存在 的 话 ), 其 中 o 是 密度 , 都 表示 在 
图 5 -5 中 ,在 四 面体 上 力 的 平衡 要 求 | 

110005 taS, 1124$, _ E dS, + рь ау = 0 (5.1.6) 
现在 PBI РНЕ a, 由 于 在 小 尺度 中 体积 力 与 面积 力 相 比较 是 较 高 阶 
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М, тео ВАР РЕН Л Ж-Н зүү ЭЕ, С? ур S P ДЕЛУ 7) & 
B t) ТЕНИ В, Шз, (5.1.5) 代 人 后 , 式 (5.1.6) 化 为 
ED = oom + 2а + ИЗ = Кв; 

注意 到 55 = о’, BERZA 
п (5.1.7а) 
或 

í” = # 5 (5.1.7b) 
注意 ， 在 此 我 们 假定 E 确 是 -个 一 阶 张 量 , 其 后 面 一 个 式 子 的 有 数 性 稍 后 将 得 到 证 明 。 在 具 
ЖУРЕ ,可 采用 下 面 的 算 阵 形式 


бп бы бы 
[а о 1] = {л т >= т» | (5.1.7с) 
Чар Sp 34 
式 中 ,矩阵 [er ] 就 是 应 力 张 量 五 在 基 e; FERIERE, 
式 (5.1.7) 表明 ,过 PP 点 的 任意 面 元 目的 应 力 矢 量 都 可 用 式 (5.1.7) 算 出 ,也 有 即 点 PP 处 的 
应 力 状态 确实 只 要 知道 3 个 不 共 面 的 外 法 钱 方 向 的 面 元 上 的 应 力 矢 量 就 完全 确定 了 。 
为 了 证 骨 9 个 应 力 分 量 m 确实 是 个 二 阶 张 量 ， 必须 考虑 坐标 变换 ,看 看 它们 是 否 满 足 张 
基 的 变 搞 规 则 。 
HERRE e 下 点 忆 处 的 9 个 应 应 力 分 量 为 my ,再 取 - 一 组 新 的 笛 卡 尔 基 矢量 e: ,相应 的 9 
应 力 分 量 是 co 按 定 义 ,ca 是 点 已 处 以 er， 为 外 法 向 的 面 元 上 的 应 力 矢 量 在 自身 坐标 系 
РЖИ, ЕП 


(= 

ED = спе + тё, + алеу 

=) 

£ = оре, + сеу + аме, 

РЕ 

Рб) = ое + се, + азе (5.1.8а) 


或 者 写成 统一 的 表达 式 
Fe (5.1.8Ь) 
HERRA оххх, УЧАК ox! xh xz 之 间 的 坐标 变换 是 


Xi Xy X4 
- i 
| xi ft | ар | Gs 
` (5.1.9a) 
X | G: | а» | аз 
15 = зз 
sË r Hj Se ОЭС Ж =Ç , ИП ЕАН [PE 
Ч п 812 好 13 
一 [ a;] = üa аљ аз (5.1.9b) 
©з] Qa üz 


表示 两 者 的 联系 。 
根据 式 (5.1.7) ЯРО n H e, ez, e, , 则 显然 有 
` 159 · 


2 = бы 
#8 = 2,7. {5.1.10а) 
#8 = “sp; 
ECHES НЕА. ИЖ 
ÉE? = ате, {5.1.106) 


PK ЖЕЛ Л НЕ LO 在 老 坐 标 系 ox хул, НН НЕА ЗА PHHEC А ЕТА oxi х5 х3 
中 的 分量 表示 式 ， 由 于 е. = Ge, ,所 以 


多 Ce (5.1.10c) 
对 照 式 (5.1.8b) 与 式 (5.1.100) ,我 们 立即 得 到 
ау = 9.087, (5.1.11) 


Pk IF JE АКК ЕЕН) ЖЕЛЕЗИН Н ДЕЕ 6, Е — к Р 处 的 应 力 状 态 可 以 用 一 个 二 
ВТС а ях, НИГЕ ЖЕ ЛУ ЭРИСЕ „Ой ЖТ ВОЛЗ АУРЕ ВЕЗИ ЖЕНТЕГИ) з] (5.1.44), 
时 为 方便 起 见 也 用 式 (5.1.4b) RR ТЕА oxxx, PILARER CH E, WUA 


ат Фуз Суз 
E = | а) on dn {5.1.12) 


См буу dya 


ЕД ГА r 
би Fz ов 
+ 
E =) 9 ту 9 
ГА № ГА 
аз буз Оз 


7.5.1.11) Як ла 
>” = АЖА" (5.1.13) 
由 于 а, 已 被 确定 为 二 阶 张 量 , 所 以 式 (5.1.7b) RART o 


5.1.3 JEFE Е ЗР - 应 力 张 量 的 对 称 性 


考虑 连续 介质 中 任意 体积 的 平衡 问题 , 设 这 部 分 连续 介质 受到 表面 率 引 力 г (ФЕН 
在 包围 的 曲面 5 上 ) 和 体积 力 ob, {包括 
ЧЕЛ ЗИ ЕЛЕ) 的 作用 ,其 中 p 
为 密度 ,参看 图 5 - 6, 则 zt? 和 pb 的 全 体 
构成 一 个 力 系 。 当 平衡 时 ,要求 该 力 系 的 
ВИА Е НА НР И 
分 和 体积 分 之 和 的 关系 式 为 


[2.7795 + [oa =0 (5.1.14а) 
Е rv 


或 


frasa [97-0 (5.1.14b) 
| 


用 on 代替 sf” ,并 利用 高 斯 散 度 定理 把 | | 
曲面 积分 转化 为 体积 分 ,方程 式 (5.1.14) 图 $- 6 力 的 平衡 和 力 旺 的 平衡 
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ER 


[Cosy + ЧУ = 0 (5.1.15a) 
ву 
[ev + вау = 0 (5.1.15Ь) 
BPE V ВЕНУ, В Е т РИКИ ae F SE , ҤНҤ 
ак + pb, = Ü (5.1.16a) 
Б +В = 0 (5.1.16Ь) 


2005.16.16) HEATA RFRA Eo 
AJEET FF FAJET 2 bn НА о 的 力矩 之 和 等 于 零 , 即 得 
fearas + [едва = 0 (5.1. 17а} 
эў 
f x tM ds + fx х Чи = Ü (5.1.17) 
式 中 x = xe, 表示 位 置 矢量 ,今后 我 们 都 用 x 而 不 再 用 表示 位 置 矢量 了 。 再 用 区 = ори 
代入 ,并 利用 高 斯 散 度 定理 ,得 到 


fi (ахы) + cam bo] ау = Q 
т 


展开 徽 分 运算 ,并 考虑 到 式 (5.1.16) ,取得 


[еа = 0 (5.1. 18а) 
А y 
је: Жай = 0 (5.1.18b) 
РЕ РН V Ж tE SBS Н | 
Баба = Ü (5.1. 19а) 
或 
g: E =O (5.1.19b) 
式 (5.1.19) 表明 
ер = бл 
бүз = ту 
Tn = Я 
合并 起 来 可 表示 为 
бу = о, (5.1.20) 
这 表明 应 力 张 量 是 对 称 的 ,鉴于 式 (5.1.20) ,平衡 方程 号 为 
буу + eb, = Q {5.1.21а) 


НЕЕ t .我 们 有 
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Зо За да+» _ о 
дж, + Ə x; + Әх,» + pb Е 


дах + да» Заз 
Әх, Е Эх. 


даз Ясь Jda _ (5.1.21b) 
Әх, + Эу, + Ja f ©з = 0 ` 


值得 指出 ,应 为 张 量 的 对 称 性 是 在 不 考虑 应 力 偶 矢量 或 分 布 体 积 矩 的 共 件 下 得 到 的 ,也 
就 是 说 , 当 存 在 羔 力 倡 矢 基 或 分 布 体 积 矩 时 ,由 于 全 力矩 中 必须 增加 相应 的 附加 项 .因此 得 
ЖЗ} оу = 5; 也 即 此 时 应 力 张 基 不 再 是 对 称 的 了 。 这 样 ,在 材料 力学 和 弹性 力学 中 广泛 使 用 
的 前 应 力 互 等 定理 也 不 复 存在 了 。 


5.1.4 ЛЕНТ 


B TERENE PPE НКАУ ИВ R ЖЕПЛУ ЕАН, БИШ. ДУ ЗК ВЕ ЖЕМ ЕК, TEA 
力 张 量 > 便 具 有 二 阶 对 称 张 量 的 一 切 性 质 .根据 二 答对 称 张 量 的 性 质 可 知 ,应 力 张 量 X; 5 
痉 在 3 个 实 的 主 信 ; 必 存在 3 个 相互 垂直 的 主 方向 ,根据 这 3 个 主 方向 可 以 构成 主轴 系 ; 在 主 
轴 系 中 ,应 为 张 量 具有 最 简单 的 对 角形 形式 ,请 对 角 线 上 的 3 个 分 量 正 是 它 的 3 个 主 值 。 

在 点 产 处 应 力 张 量 吾 的 主 值 和 主 方向 是 这 样 确定 的 . 设 已 知 点 忆 外 的 应 力 张 量 五 , 求 它 
的 主 值 和 主 方向 就 是 要 求 这 样 的 应 力 矢 量 rin) ,使 得 它 的 方向 与 所 作用 的 面 元 的 外 法 线 方 
向 RR 相 重合 (从 应 力 的 角度 来 看 ,就 是 在 以 为 外 法 向 的 面 元 上 只 有 正 应 力 而 没有 前 应 力 )， 
[ЛЕП 


t оп (5.1.22а) 


或 者 写成 分 量 形 式 
《ar — agy)m = 0 (5.1.22b) 
ЗАЗ п, 的 非 零 解 ,必须 使 式 (5.1.22b) ОТТУ ААТТАА X ХНУ SE 
РЕ E 的 特征 值 


ар 一 G Fiz 13 
зу б» — = da = 0 {5.1.23а) 
сз Taz ©з -a 


ВЕЗЕТ Я АН б 的 三 次 多 项 式 
о? Туа? + Hye - Ш = 0 (5.1.23Ь) 
其 中 
Ts = в; = rE 
П. = T (a.s; 一 суар) 
ПЕ = Чех (5. I .24) 
PIETURA — = УЕ ЖЗ. 
AG. 1.23) 的 3 个 根 叫 做 主 应 力 ‚Ио, озуу {ду 。 每 个 主 应 力 有 -一 个 应 力主 方 间 ,该 
方向 的 方向 余弦 z t 是 下 列 方程 的 非 零 解 
ik) 


(ау — сауду) тә = 0 (5.1.25а) 
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或 

(X - sc T) mo = O (5.1.25b) 
注意 , 式 (5.1.25) 中 用 圆 括 导 插 出 的 字母 下 标 或 上 标 仅仅 是 个 记号 ,不 作 求 和 运算 ,例如 ,对 
第 二 个 主 应 力 所 对 应 移 主 方向 п? 来 说 , 式 (5.1.25) BS ЖЕНА, E: 


z {2 (2) 
(on — бш)” + opni + mina = Ü 
{ {2 (2) 
aani” + (52 — во) + oani = Ü 
{2} 
бан + So nŠ + (ав - ат = Ü (5.1.25е) 


前 面 已 经 讲 寺 ,它们 总 可 以 选 出 3 MALEREN ‚ WF Ж Xç 35 Jr [р 384 pR, #8 
Px, хз ху 【在 此 不 写成 оху x; ху ,应 理解 为 把 管 卡尔 坐标 系 平行 移动 到 所 考虑 的 点 P 处 ， 
原因 是 不 网 点 处 的 主轴 系 一 般 是 不 相同 的 ,因此 这 个 主 坐 标 系 只 适用 于 点 P) ,常常 称 它 为 
点 己 处 的 应 力主 轴 系 ,简称 主轴 了 系 , 在 主轴 系 中 应 力 张 量 所 对 应 的 撼 阵 是 对 角 阵 , 记 做 x", 


即 有 
үу) Ü б 
x = Ü {5 0 {5.1.26) 
0 O ез 


815.1 Вл РАБ ЗЕ: 


试 求 : 
(IP ЕЕ T х, ЯНЕ Баа; 
(DP 处 外 法 线 为 (1，- 1,2) 的 平面 上 的 牵引 力 ; 
(3) P 处 平行 于 平面 2x*，- 2x, — xs = 0 的 平面 二 的 认 引 力 及 它 的 法 向 分 量 ; 
(4) P #ЕЙ ЗЕЛ МУН. 
解 (ПЕН, 思平 面 的 单位 法 线 是 { 寺 1,0,0), ВЕР, ВИ (1,0,0). ав] 


为 
i 2 371 1 
{з б^] = Ë 4 so] = B 
3 6 1210 3 
或 者 写成 
Ё = е, +2е, + Зе, 
(2) 单位 法 向 是 
А Jj 2 
[Z - 76776) 
因此 


- 163 > 


REHE 


zt = (5e, + 10е, 一 es) 


(3) 单位 法 向 是 
2 2 1 其 ? [а] 
# (2. - Z, - 省) 或 者 相反 方 


因此 
之 
ц" 1 2 3]| 3 -5 
[Б Ë 4 °| - |= Jf- 0 
КЕ 3 6 1 | -7 
3 
或 者 写成 
Ке = е 5е; – 10е, - 783) 
它 的 法 向 分 量 为 
см = Ё н = 6 5e, – 10е, — 7е;) ° (2, 一 Зе, _ - ез) 
= 4(- 10.20. 1). 1 
3 3 3 3 9 
(4) 要 求 主 应 力 , 即 要 解 特征 方程 
[1— ж 2 3 
2 4- e 6 = Ü 
3 6 1-с 
展开 此 方程 得 
а^ — ба? — 407 = 
解 此 方程 ,可 得 3 个 主 应 力 为 
ба, = 10 
Sm = 0 
в) =—4 


求 对 应 于 тау = 10 的 主 方向 , 即 要 求 下 述 方程 组 的 解 


(E On + 252 +347 =0 
2n + (4 — 10)n +617 0 
зм? + бо + (р lOa = O 


可 解 得 方向 比 为 
пі) спід = 3:6:5 
同 理 ,也 可 解 出 其 它 两 个 主 方向 的 方向 比分 别 为 
п?) . п? ， пі? = 2: I :0 
пб? : пі? : п? = 1:2:—-13 
ВЧ, ERA 3 4 Sñ {у рї пн] Hz Зу 
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а 

ч 

Ш 
е | 


= n® ыш -À (e, + 2e, — Зе) 


ex = лп = 
i Z" 
$15.2 设 点 人 处 的 主 应 力 为 aa) = ce > оез; ,证 明 点 已 处 任意 面 元 上 的 法 向 应 力 分 


Ht c, 满足 不 等 式 
day Z= da оше бүзу 
证 ”选取 主轴 系 , 则 应 力 张 量 为 
Фуу 0 0 
x = | 0 sp © | 
0 Ü (зу 
在 单位 法 向 为 n = пе’ 的 平面 上 , ВЕН 


Gw = £ S n = туб п)? + oa (na) + аз (п У 
ELE n] А, 
бы = amin) + ваз (а) + omin)? = 1) 
Ям = “(т + озуб ы) + G Í ns )° = бз) 


本 例 说 明 : 主 应 力 中 的 最 大 秆 =u, 和 最 小 值 оз. 是 P AEA Itu Е Bg in] 21 БЕ ПУ БЕ {К +n 
最 小 值 。 


5.1.5 最 大 前 应 力 
考虑 点 P ЙЕНЕ — п 为 外 法 向 的 面 元 dS 上 的 应 力 矢 量 1' ,总 可 以 把 它 分 解 成 焉 让 于 


95 与 相 切 于 а5 的 两 个 正 交 分 基 ,分 别称 为 法 向 分 量 和 切 向 分 量 ( 工 程 上 称 为 正 应力 和 剪 应 
力 ) , 则 法 向 分 全 oy 为 


tJ rit n ЧДУ. 
(о. = т" (о, 


现在 选取 主轴 系 , 并 设 主 应 力 按 顺 序 cu 2 om > о) 排列 , 则 显然 有 


as = 9) (п + om(n) + Gea пз)? 
而 前 应 力 的 平方 为 
(Y = (mayni)? + (орт)? + Com ns) 
_ [eo (Cn) + Fi (т + srt пуд T (5.1.27) 


其 中 п, 是 #4 的 方向 余 驴 ,所 以 有 
(Cn) + ба) + (na)? = 1 (5.1.28) 
这 样 , 求 最 大 前 应 力 的 问题 就 是 求 式 (5.1.27) 在 条 件 式 ($.1.28} 下 的 条 件 极 值 的 问题 。 
AH п)? = 1 (а)? ИШ ‚1А А (5.1.27), #500, )° R 383 п, ЖП n, ИН 
数 ,并 令 它 们 等 地 零 ,经 化 稍 后 
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базу барф _ 
Mto 一 oa) (ао — о) + (ооу 一 осу) (т - 2 | = 0 


пуб оу 一 on) [оа — omm Y + (афу — оар) (п ~ 29-03] = 0 
(5.1.29) 
现在 分 三 种 情形 进行 讨论 。 
【一 》 当 Say > бо > Сүзу 时 , 式 (5.1.29) 的 解 有 三 组 。 
(1) т, = n, = О, па = 土 1, 由 此 得 
п, = Ü 
(2)һ, = 0, п, 20, #55 (5.1.29) 第 二 式 可 解 出 n。= + Б.т п, = + 方 ' 拒 它们 代入 
(5.1.27) , 即 得 
а, = + Ta z Ta 
(3)n; = O,n, = 0, 由 起 (5.1.29) 第 一 式 可 解 出 n= + 万, 从 而 пз = + 方 :代入 式 
(5.1.27), 即 得 
б, =+ за) 3 Fia 


由 于 Н.П, пз 的 可 轮换 性 ,因此 还 存在 如 下 的 六 种 情形 。 
(Hn, = na = О,п, = + 1, Н EE 


о, = Ü 
(5)n;, = 0, 73 =+, = + = 可 得 
2 J’ 
z, = + 98 一 ба) 
(6) п; = Ü, x; =+ 1 п, = 
/2 v2 
а, TE 
{Т)пз = n, = O,n, = + Е 
с, = О 
(8) і 1 和 
п, = + 75’ из = жуд, па = 018 
с, = + 2020 
(9), = Ü, пз =+ ,, = + 1 得 
2 Y2 
в, = + 29 一 921 


上 述 九 种 可 能 性 中 只 有 六 种 是 独立 的 ,最 终 可 以 得 表 5 - 1。 
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Ва) 一 оу бау — бо 
2 


+ 


前 面 三 组 解 表 明 .以 主 方向 为 外 法 线 的 面 元 上 没有 前 应 力 , 即 是 前 应 力 的 最 小 值 {( 值 得 指出 ， 
最 大 和 最 小 前 应 力 只 是 指 绝 对 值 而 言 )。 前 应 为 的 最 大 值 基 


(асу om = < 5 Ta (5.1.30) 
它 在 


п = + е; + еї 
的 平面 上 得 到 。 也 就 是 说 ,最 大 剪 应力 所 作用 的 平面 ,其 外 活 线 平分 最 大 主 应 力 方 向 和 最 小 
ESAS ZEHE. 

(—) 当主 应 为 中 有 两 个 相等 ,比如 说 са, > со = в 的 情形 。 

此 时 , 表 中 前 四 组 解 都 是 z= 0, 最 太 前 应 力 还 是 式 (5.1.30) 所 示 , 只 要 外 法 线 方 向 与 
хг #5 45° 的 平面 上 都 能 达到 最 大 菜 应 力 。 

类 做 地 ,也 可 以 讨论 cay = ош) > сау 的 情形 。 

Calen = Ga) = в 的 情形 。 

ЖЕН ЖРТ М, ,任何 平面 上 的 前 应 力 都 为 零 。 


5.1.6 应 力 球形 张 鳃 和 应 力 偏 幸 张 是 


有 时 把 应 方 张 量 分 解 成 应 力 球形 张 量 与 应 力 候 斜 张 量 之 和 是 有 益 的 ,前 者 记 作 五. ,后 
者 记 作 五 p。 应 力 球形 张 量 是 这 样 一 个 张 量 


dp Ü Ü 
x; = арі = Е Тр °| (5.1.31) 
0 0 о, 
其 中 
Gp = #0u = $ (вы + вы + ав) (5.1.32) 


它 表 未 平均 法 问 应 力 。. 而 应 力 偏 料 张 量 为 
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у Е Ёз — dp 
Su Зы S13 
=] Si Sy 5м (5.1.33) 
Sa 5» 55 
这 一 分 解 可 用 下 述 方式 给 出 
或 
E = Z, + № (5.1.34b) 


应 力 偏 锋 张 量 显然 与 应 力 张 量具 有 相同 的 主 方向 , 且 应 力 偏 斜 张 量 的 3 个 主 值 (通常 称 
AERAJ , 记 作 Sy) ,它们 与 3 个 主 应 力 有 如 下 关系 


Фау = сюр 一 Ge (5.1.35) 
Бу ЛВС BIL RS ГУР sa Ж 
І, = би = 0 
FEKS EAR ES E, 
5.2 应变 张 量 


5.2.1 Bl 


Ші 


在 外 力 的 作用 下 或 因 温 度 的 变化 ,物体 内 部 各 部 分 之 间 要 产生 相对 运动 ,物体 的 这 种 运 
动 形态 称 为 变形 。 在 这 里 我 们 只 是 从 几何 学 观点 出 发 分 析 研 究 物 体 的 变形 本 身 . 而 并 不 涉及 
到 产生 变形 的 原因 和 物体 的 物理 性 能 ,所 以 本 节 所 得 的 结果 对 一 切 连 续 介 质 都 是 运用 的 。 

为 了 研究 物体 的 运动 ,首先 要 引入 参考 体 ,并 认为 它 是 固定 不 动 的 ,在 参考 体 上 建立 参 
考 坐 标 系 ;其 次 ,时 间 从 某 一 固定 参考 时 间 ( 一 般 取 作 : = 0) 算 起 。 把 所 考察 的 连续 介质 物体 
看 作 一 个 质点 系 . 在 其- 时刻 :, 连 续 介 质 物 体 中 的 每 一 个 质点 ,各 自在 参考 空间 占据 确定 
的 一 点 ,对 其 整体 而 言 ,就 说 在 该 瞬时 确定 了 连续 介质 的 构 形 。 这 时 ,连续 介质 物体 在 空 闻 占 
据 一 有 限 的 域 光 限 的 区 域 , 它 的 物质 在 该 区 域 中 是 连续 分 布 的 我们 常常 把 初始 时 刻 的 构 形 
叫做 初始 构 形 (或 称 未 变形 构 形 ) ,把 在 任意 时 刻 二 的 构 形 叫做 即时 构 形 ,把 运动 终了 时 刻 的 
构 形 时 做 最 终 构 形 ( 或 称 已 变形 构 形 )。 

本 节 只 计 论 连续 介质 物体 的 初始 构 形 和 最 终 构 形 之 间 的 变形 情况 , ПУ Е НЕ ЖЕ БР A 
是 怎样 从 初始 构 形 逐渐 变化 为 最 终 构 形 的 , 即 不 考虑 变形 的 历史 。 

ЗЕЕ - 章 对 Еш ет ДЕ фк (2 [а] ЧА) A Lagrange 坐标 (物质 坐标 } 的 讨论 ,并 都 取 笛 卡尔 
坐标 夭 进 行 研究 。 窗 间 坐 标 系 取 为 ox, x; xs , 沿 坐 标 轴 正 向 的 单位 矢量 为 ej ,es Ме, BE 
介质 物体 的 初始 构 形 占据 空间 区 域 D, ,并 在 初始 构 形 上 固 连 - - 笛 卡 尔 坐 标 系 оё É, E, (Вр 
大 坐标 系 )。 为 了 方便 起 见 ,通常 总 基 把 物质 坐标 系 取 成 与 空间 坐标 系 重 合 , 即 轴 向 单位 矢量 
也 是 ee, 和 е, :连续 介质 的 最 终 构 形 在 空间 占据 区 域 了 ,如 图 5 — 7 所 示 。 
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图 $- 了 7 空间 坐标 与 物质 坐标 


这 样 ,在 初始 构 形 中 设 连续 介质 的 代表 质点 { 即 任意 取 定 的 一 个 质点 } 占据 空间 中 的 点 
Po , 它 的 位 置 矢量 我 们 总 是 用 物质 坐标 系 表示 , 屿 记 作 上 ,我 们 有 
š = &e, + rê, + Fae (5.2.1) 
在 最 终 构 形 中 , 设 诛 来 在 P, 处 的 质点 现在 位 于 点 P Z BU А ВЕ А ЖЕ НН =з ERRER, 
TE x HA 
X = же, + де, + хез (5.2.2) 
在 图 5 -7 中 ,联结 点 Po 与 Pt 分别 为 代表 质点 的 初始 位 置 和 最终 位 置 ) 的 矢量 и ОО 
>N. 
R; = x, — ё, (5.2.3a) 
或 
а = х Ё (5.2.3Ь) 
ВКА РЕТ ЗЕ ТЕ ЖЕЗЕ BI BS ШИЖ ‚ EJE да РОУ ЖЕ ВЕ Ik. X PEB Е 
求 反 映 在 数学 上 , 则 要 求 初始 构 形 D 中 的 每 一 点 ,连续 变化 到 最 终 构 形 D 中 的 相应 点 ,而 
且 两 者 成 一 一 对 应 关系 .具体 说 来 ,坐标 变换 式 
x, = lE sga Ea) (5.2.4a) 
或 
x = 169: (5.2.4b) 
是 个 单 值 连续 函数 ,我们 还 假定 式 (5.2.4) 具有 所 需 的 任意 阶 偏 导数 ,对 圭一 个 可 能 实现 前 
变形 , 必 能 反 解 出 =, 而 得 
É, = & (Ü x, X>, Xs) (S.2.5a) 
或 
$ = &(х) (5.2.5b) 
由 此 可 见 , 连续 介 夺 的 代表 质点 有 丙种 坐标 ;在 未 变形 时 它 占据 初始 构 形 D, 中 的 P. 
F ДАВО E, , 即 物质 坐标 ;在 变形 后 它 占 所 最 终 构 形 D 中 的 点 PP, 坐 标 为 x,, 即 空间 坐标 。 于 
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是 有 关 的 几何 量 或 力学 量 存 在 两 种 表示 形式 ,我 们 把 用 物质 治标 & 为 自 变 量 的 表达 式 称 为 
拉 格 朗 日 描述 法 ;把 用 空间 华 标 为 自 变量 的 表达 式 称 为 欧 拉 描述 法 。 

玉 面 我 们 就 来 具体 展开 变形 分 析 。 先 分 别 用 两 种 描述 法 进行 有 限 变形 的 讨论 ,在 此 基础 
上 简化 得 出 小 变形 下 的 应 次 看 量 .我 们 将 发 现 , 在 小 变形 人 情 总 下 ,可 以 不 必 区 分 两 种 措 述 法 。 


5.2.2 物质 变形 梯度 ， 拉 格 朗 日 有 限 应 恋 张 量 


可 变形 的 连续 介质 物体 ,在 变形 时 质点 间 的 距离 将 发 生变 祁 ,对 于 刚体 来 说 却 没 有 这 种 
变化 ,这 就 使 我 们 很 自然 地 想到 ,描写 变形 可 以 从 两 质点 间 的 距离 着 手 。 因 此 ,我 们 先 考 虚 物 
质 线 元 的 伸 长 比 。 所 谓 伸 长 比 ,就 是 物质 线 元 在 变形 后 的 长 度 与 原始 长 度 ( 即 未 变形 时 的 长 
BE) 之 比 。 

在 此 我 们 先 采 用 拉 格 遍 白 描述 法 , 即 假 定式 (5.2.4) 为 已 知 。 考 虑 初 始 构 形 中 代表 质点 
Рос, &„ ёз) 及 其 邻 域内 的 任意 邻近 点 Qo(& + de, , Ë, + dé, é + Чё,),Ш P. Q, = ЧЁ ЮЙ 


是 未 变形 时 的 一 个 物质 线 元 ,初始 长 度 为 1 АЁ | = че PIENE m 8р m = де ЕЕ, 


Pos Zo 两 点 分 别 对 应 于 Р(х, „Xas Xa) 利 Q (x, + dx, ,x; + dx. , 4. + dx.) 两 点 , 则 变形 后 的 
线 元 为 


PQ – ах 
英 长 度 为 

|дх| = ах 
变形 后 的 方向 记 为 м, Вр 

dz 


ПЕЕ 5 – 8 所 示 。 


Ф, 
5-8 变形 分 析 
ЕН (5.2.4) ,我 们 有 
dx, 
dx, = ЧЕ, 9% (5.2.6) 
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# 

II 
Ë 

1 


则 


dx; = хп; (5.2.7) 
代 人 人 式 (5.2.6) ,并 用 de 除 两 端 , 即 得 
(52) 
alag) = alag), 
НЕЗА P, 表示 在 点 Po 处 赋值 ,而 和 就 是 物质 线 元 P, O, 的 伸 长 比 , 记 作 x RART 
得 到 


Әх; 
П.А сау = |>), (5.2.8) 
[а 


若 取 上 式 3 个 方程 的 平方 和 ,由 于 nn, = 1, 故 有 


Эх. Әх, 


А? а) = тыту FE JE (5.2.9) 
上 式 中 的 偏 导 数 仍 在 Po 处 赋值 ,以 后 不 再 重复 .这 样 ,初始 构 形 中 以 P, 为 起 点 ,方向 为 т, 
的 物质 线 元 的 仲 长 比 可 用 式 (5.2.9) 算出 ,然后 代入 式 (5.2.8), 求 出 变形 后 的 方向 n, 。 
在 式 (5.2.8) 中 有 9 个 量 , 记 作 F,, 即 


ЕТ 


Ру = JE, (5.2. 10a) 
不 难看 出 , 它 就 是 式 (5.2.4) 中 的 x 关于 坐标 & ПН, НИНЕ 
F = x = See, = Fee; (5.2.106) 


我 们 把 它 称 为 物质 变形 梯度 , 式 中 线性 微分 算 子 "” 表示 关 于 坐标 & 的 梯度 。 物 质变 形 榜 
ВР ЕЛЕ Ее, 下 的 对 应 矩阵 记 作 下 , 则 有 


Әх, Әх, Эх, 


дё, JA 9%, 


*| 
аа „а Әх Jx, Эх. 
Е = BE ЗЕ. ЭЕ] = Эк Е ЭЕ (5.2.10c) 


Xa 


da, Өх, Эл, 
ЈЕ, 26, 98, 
引进 了 物质 变形 梯度 后 ,就 可 写 出 式 (5.2.6) 5015.28) (5.2.9) 的 不 变性 记 法 


dx; = F; dš, 或 ах = F- аё (5.2.11) 
п = А гау Кут, 或 н = А, F - т (5.2, 12) 
Alm = тт, № Ау = т F. - F т (5.2.13) 


上 和 式 中 的 F. 就 是 下 ПОЗЕ Е ЗЕ ВЕСНЕ ets Е) НП хх AATRE НЫ, 
#2. (5.2.13) АГ нде ХК g; 
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z = F.F, = 5050 (5.2.14а) 
或 
G = F. Е (5.2.14Ь) 
因为 G В КИО Н, ВТЕ Е ВКС G НОТЕ, 4 
G. = (Е. Е). = F. (Е). = F,- F = G (5.2.15) 


由 此 可 见 G 是 个 对 称 的 二 阶 张 量 。 通 常 把 G 称 为 格林 变形 张 量 . 
引进 了 G 以 后 ,在 初始 构 形 中 上 其 有 方向 т 的 物质 线 元 的 伸 长 比 可 表示 为 
Ад = т G m (5.2.16) 
特别 地 ,对 于 刚体 运动 来 说 .我们 知道 可 以 用 平移 结合 一 个 正 交 变换 来 描述 , 即 此 时 的 物质 
变形 梯度 严 所 对 应 的 和 矩阵 是 正 变 和 矩阵 ,所 以 有 
G =F. F=f 
六 此 在 刚体 运动 过 程 中 恒 有 G = л, ВАТИ о E 
Ata = m ` I+ m = 1 
ER BZ АННА AZ. = 1 的 物体 就 是 刚体 ,由 此 可 见 ,G ЕЖА F. ВАННА О JE 413 
连 的 , 它 是 一 个 适当 的 变形 的 度量 。 下 面 就 来 讨论 怎样 用 格 各 变形 张 量 G 来 度量 变形 。 
按照 常规 的 做 法 ,我 们 再 引进 一 个 二 阶 张 量 
Ly = Fle- бу) s (5.2.17a) 
或 
= 09 = р) (5.2.17Ь) 
ТЦ С ВЯ А СОАК) 有 限 应 变 张 量 . 利 用 天 ӨТ Е Е ЖЧЕЛЕ МЕ ch 8350564 RF 
平方 与 变形 后 的 长 磨 平 方 的 改变 量 ,我 们 有 
(dx)? ~ (92)? = (в; - 5) dé = 27,9 dé (5.2.18а) 
或 
(dr)? — (48) = d£ -2L - ағ {5.2.18Ъ) 
两 端 再 除 以 (ds》 后 , 变 成 
At, — 1 = Отт, = m - 2L - m (5.2.19) 
TAR, РЕН PH H A EB Л ЗЕ НЕЕ. AE AR дщ SE ТЕРЕ ЖЕДЕ , ЗЕ H 244892 HIRE ВИНТ, л, 恒 等 于 
零 张 量 。 
利用 L, 可 以 表示 线 元 的 相对 伟 长 和 两 线 元 之 间 角 度 的 变化 .下 面 我 们 来 导出 沿 着 3 个 
坐标 铀 下 向 的 物质 线 元 的 相对 全 长 和 它们 之 间 厌 来 的 直角 角度 改变 晤 与 L, 的 关系 式 , 从 而 
也 可 得 到 它们 与 в, Ш. 
PRANIE E ,或 者 称 为 伸 长 订 , 即 为 


由 公式 (5.,2.19) 知 , 沿 着 e, 方向 的 神 长 比 Mt， 满足 关系 式 


Аар = её 2L : e, = 21, 
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ааа =, 轴 的 线 元 伸 长 度 ( 同 理 可 得 沿 闭 &, ЭН, &, 轴 的 伸 长 度 ) 为 

Mo-1=vI+2r-1=vVvsn-1 

Ау = мк 255 -1 = / En – 1 

Аср l = м 2 Ёз – 1 = Ea — 1 (5.2.20) 

青 来 考察 点 Po 处 坐标 输 正 向 间 的 直角 在 变形 后 的 直 度 改变 量 。 设 洛 e, 方向 的 线 元 

d£, e, 在 变形 后 为 dr” , 则 由 式 (5.2.11) Ч ах‘? = Р-9&е, = Fae; АЈ, Й e, 方向 的 
线 元 de, e, 在 变形 后 为 dx = F абе, = Ее оі ах? 5 ах 之 间 的 夹 角 为 9, 则 有 
直角 改变 量 


У» = > – 9 
县 
ах. de® 
simyiz = соз = Так Тах 
Гах | = Аса, 
[ах | = A... dé 
而 
ах‘) . dx) = ео Ч, ЧЕ, 
所 以 可 得 
. #12 
эш уы = 一 -全 一 一 
М Bn М 5n 
间 理 , 设 e, 与 e, 方向 的 直角 改变 量 为 ys, ез Бе, 方向 的 直角 改变 量 为 Ya ,我 们 可 得 
діву = _ 215 Ё12 
= = 
' V l+ 24, Z 1 + 2L> М = М въ 
А 21. £= 
апу = —— : = = 
sin уз 21 ёз (5.2.21) 


и МГ 2з V + Ziy Мез м вт 

鹿 以 上 分 析 可 知 , 当 采 用 拉 格 朗 日 描述 法 时 ,只 要 知道 x £ 的 依赖 关系 式 (5.2.4) ,就 
不 难 计 算出 严 , 从 而 求 出 G 和 工 - 这 些 张 量 的 分 量 都 是 物质 坐标 的 函数 ,并 且 自 然 地 可 用 G 
IRL НЕ. 

#54. (5.2.20) 和 式 (5.2.21) 不 难看 出 ,用 z; ETE L 表示 简单 得 多 ,那么 为 什么 训 引 
进 工 呢 ? 事 实 上 ,在 具体 求解 力学 问题 时 , 式 (5.2.4) 正 是 待 求 的 ,并 且 待 求 的 矢量 常常 是 这 
(5.2.3) PRABER u = x - 志 ,而 不 直接 求 ts 因此 物质 变形 梯度 常常 用 物质 位 移 梯 度 替 
代 , 而 当 用 物质 位 黎 梯 度 来 表达 L 时 就 很 容易 推出 小 变形 时 的 应 变 张 量 。 

所 谓 物 质 位 移 梯度 ,就 是 位 移 矢 量 м 关于 物质 坐标 的 右 樟 度 , 记 作 了 , 它 也 是 一 个 二 
阶 张 量 , 由 式 (5.2.3) 知 
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ЗЕ. = аё, д, 
记 
ав, 
J; = За, 
出 有 
J, = F, — Š; (5.2.22а) 
或 
J = F-I-< их (5.2.22b) 


ЛАТОВ УЕЛА pass & КЕ ЕЕ Т. ИЖ 
ды, ди, ди, 
u дё, 92, 3 
' 2 а а Зи ди. ан 
了 = ВЕ В 381 = |222 JE ЭЕ, (5.22.23) 


tts 


диз диз Зи, 
9 32, 24 
把 式 ($.2.22) ЖА. 5.2.17) 并 经 过 适当 的 运算 不 难得 到 
{ды ди, Au, ди, 


L = (не +£ эб) (5.2.24а) 


或 
= yU +J +J р) (5.2.24b) 


当 小 变形 时 , 即 着 3 < 工时 ,在 忽略 了 二 阶 小 量 后 , 即 得 到 拉 格 及 日 线性 应 变 张 量 , 此 时 、 


(2 дщ, 
Ly = L(a + sË) (5.2.25a) 
或 
(им + Зи) = +J + J.) (5.2.25Ь) 


5.2.3 SHEKHE - 欧 拉 有 限 应 变 张 量 

现在 采用 欧 拉 描述 法 , 即 假定 式 (5.2.5) 是 已 知 的 。 值 得 指出 ,在 拉客 斋 日 描述 法 中 ,是 
这 初始 构 形 中 的 线 元 dë = РО, 出 发 来 描述 变形 的 ;在 欧 拉 描述 法 中 ,由 于 x 是 自 变量 ,所 
以 采用 从 最 终 构 形 的 物质 线 元 dx = PQ 出 发 来 描述 变形 的 .对 于 有 限 变形 { 即 所 谓 的 大 变 
EHE) 它们 是 有 明显 区 别 的 。 

如 图 5 — 8 所 示 , 考 察 最 终 构 形 中 的 代表 质点 P SRU dx = PQ МЕЖ dx = |dzx|， 


方向 为 # = ЧЕ = me 由 式 (5.2.5) 可 算出 P, О 两 点 对 应 于 初始 构 形 中 Р, Q, 两 点 ,仍然 
设 未 变形 时 的 线 元 长 度 为 ae = dEl .方向 为 下 = d = туе,» 


НС (5.2.5) .我 们 有 
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dš = Е dx; (5.2.26) 


dx, = Чин. (5.2.27) 
Я ^5 (5.2.26), ЗЕН dx 除 两 端 , 即 得 


Ем). 


IE FT P 表示 在 点 P 处 赋值， ея 记 做 4A, 则 最 终 得 到 


22, 

mA = (052), (5.2.28) 
取 它 们 的 平方 和 后 得 

Ау = nn FE z (5.2.29) 


寺 式 中 偏 导数 仍 在 点 P 处 赋值 ,以 后 不 再 重复 ,这 样 , 最 终 构 形 中 以 P ДЕ, rB] п, 的 
物质 线 元 的 伸 长 比 可 用 式 (5.2.29) 给 出 ,然后 代 人 式 (5.2.28), 求 出 变形 前 的 方向 т, o 
在 式 (5.2.28) 中 也 有 3 个 便 , 记 居 FE, Bü 
JE, 


H; = Зу (5.2.30а) 
ЕЯ: (5.2.5) Чейз £ ЭСТРА x, НОНЕ .其 不 变性 记 法 是 
Н = š x. = ae; = Нее, (5.2.306) 


我 们 把 它 称 为 空间 变形 梯度 , APREA F y" 表示 关于 空间 坐标 x, БЕНЕН 在 基 
矢量 e 下 的 对 应 矩阵 是 


Е ә, 2, 


= Эх Эх. Дх» 
1 
32%1 3 2 2& дё, 26, 
H = НЕ Jx 5: | = Әх, Эх, Эх. {5.2.30е) 
ав, аа, 26, 
Эх, Em Эд. 


利用 H ЯН (5.2.26),5(5.2.28) #150 (5.2.29) 的 不 变性 记 法 为 


ds = H;,d&% 或 dë = H - аё (5.2.31) 
m, = АЯ, 或 нї = Л) * H (5.2.32) 

_ 38 2E . 
ATD = пп; Эл S$ 或 л = m. H. ` H - n (5.2.33) 


上 式 中 的 H. = VE H 的 共 辆 二 阶 张 量 。 
定义 柯 西 变形 张 量 C = Cee 为 
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с; = H, H, _ дё 3š, (5.2.34a) 


© дж; Әх, 
或 
C = H, - H (5.2.34Ь) 
同样 可 以 证 明 它 也 是 个 二 阶 对 称 张 草 , 即 存在 
С. = С (5.2.35) 
引进 了 C WJA. (5.2.33) НЕЙ, 
А = n. C дв (5.2.36) 
同样 地 ,对 于 刚体 运动 , 恒 有 
С = І 
Же S EK u 85 РЫ ЛУЧЕ К № E, = Eee; 为 
E, = +(Ə, - G) (5.2.37a) 
或 
E, = Ja _ C) (5.2.37b) 
这 时 有 
(ах)? — (42) = (6, - C,)dx=i dx; = 2 E, dx, dx; (5.2.38a) 
或 
(ах)? - (42)? = dx - 2E, ' ах (5.2.38b) 
两 边 青 除 以 (dx)? 后 变 成 | 
1-А = n 2FE, ` п (5.2.39) 


当做 刚体 运动 时 ,将 有 E, НР. 
显然 利用 C, 和 EE; 也 能 描述 一 点 好 的 变形 ,在 最 终 构 形 中 沿 着 坐标 轴 正 向 的 3 个 相对 什 
长 显然 为 


– 1 


ü 
| 
| 


А‹ -1 


А l- 2E у Сл 
1 і 
A — l = ——-—— -1 | 
се) vl - 2Ё„ ©» (5.2.40) 
1 1 
Аер і = 一 一 -一 下 —— —} 
7 VI- 2, У Сэ 


在 欧 拉 描述 法 中 直角 的 改变 量 是 这 样 计算 的 。 考 察 最 终 构 形 P X АРЧА ЕНТ ГЫП 
角 , 例 如 e, 方向 的 组 元 dx, e, 与 @ 方向 的 线 元 dx; e, 之 间 的 直角 , 设 这 两 个 线 元 在 初始 构 形 
中 为 线 元 
dg = H. dre = B, e, 
d£? = Н-ах„е„ = Н.е, 


它们 的 严 角 为 @,% Ув = 9 一 Fom 


siny = sin[ 6 _ =) = 一 sinf Z _ в) = — cos 
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因此 


d с) -d (2) 


эту» = ~ 6080 = 一 ЕГШ [аё | 
又 因为 | 
[ag | = Аал, 
Ia? | = Ааа 
тї 
az . dé? = Codxidxs 
所 以 可 以 得 到 


Cl —. 


эт Уур == 一 — 
бы Co 
同 理 , 设 e, 与 e, 方向 的 直角 改变 量 为 ya е, 与 e, 方向 的 直角 改变 量 为 y3 ,我 们 可 得 


апу» = 2En -一 = ос — С» == 
ОТ -2Е, /1-2E, C, бы 
28 - С» 
i = (5.2.41) 
Saye = Е, ИТ. УЕ, 
2E - Ca 


saxa = ЗЕ VTE ^ УЕ. ИЕ, 
当 采 用 欧 拉 描述 法 时 ,就 应 计算 Ы АННЕ ЄС 和 二 ,它们 都 是 空间 坐标 x, АРАЎ, 
C fll E, 可 作为 变形 的 度量 。 
再 引进 位 称 矢 量 关于 空间 坐标 x AABE у ЕТА Е, НИК 


К = К,е;е; 
由 于 
3 = à - 92 = ë, – Н, 
йн 
K, = Š; — Н, {5.2.42а) 
或 
K = I- H = u V, (5.2.42b) 
它 的 对 应 知 阵 为 
9ш дщ ди, 
и, Әх, Üx, Эд; 
к 2 217 28 28 2 ШУ, 
"3 ди, диз диз 
Әх, дл, Әх,» 
$854. (5.2.42) 代 人 式 (5.2.37) ,并 经 适当 的 运算 后 不 难得 到 
в, = g(a 99 o зиди) (5.2.44) 
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或 
Е, = T(K +K, - К, K) (5.2.44) 


当 小 变形 时 , 即 车“ ше 1 时 ,忽略 二 阶 小 量 后 即 得 欧 拉线 性 应 变 张 量 ,此 时 


x 


1 í 2u, эш. 2.45 
Es = 2 Эх + Әх (5-2.45а) 


Е, = ‚(и J, + V.) = (к + K.) (5.2.45b) 


5.2.4 变形 梯度 的 极 分 解 


考虑 物质 变形 宰 度 瑟 , 昌 于 它 的 对 应 矩阵 的 行列 式 正 是 坐标 变换 的 雅 可 比 式 ,根据 连续 
性 假设 .其 雅 可 比 式 不 可 能 为 零 - 由 此 可 知 物质 变形 梯度 F 是 非 育 异 二 阶 张 量 .把 极 分 解 定 
理应 用 于 F ,我 们 有 


к= О-О m F= V- O (5.2.46) 
其 中 
ОП = ХЕ `F =/ б 和 У= 0-0-0. (5.2.47) 


而 如 是 正 交 二 阶 张 量 。 通 常 把 О 称 为 旋转 张 晤 ,把 正定 对 称 二 阶 张 量 U 和 YY 分 别称 为 右 伸 
长 张 是 与 左 伸 长 张 量 。 
当 把 式 45.2.46)] КЛ( 5.2.26) 时 ,我 们 有 
dx; = ОМ, АЕ; = 1,098, (5.2.48а) 


dx = Q- U. dë = V- @- dë (5.2.48) 
з 65.2.48) D UEDA ЕВЕ ЛЕ ЛЯТАЕ ЛЕ ОНЫН ЗЕЕ УР P. 
处 的 物质 徽 元 除了 随 着 P, 点 一 起 平移 到 P 点 外 ,都 还 存在 着 刚性 转动 和 变形 , 当 用 右 覃 长 
KERS F 时 , 先 变 形 后 作 删 性 转动 ;用 左 伸 长 张 量 描写 F 时 , 先 作 刚性 旋转 后 作 变 形 。 从 
式 {5.2.47) 可 以 看 出 ,如 和 7 皮 瞻 出 相 网 的 变形 状态 ,只 因 后 面 一 种 情形 是 先 作 刚性 转动 再 
作 变 形 , 因 此 变形 的 方位 与 U ПЕН 4 H O БАЈЕ HR G = F. Е, ВС 
员 能 反映 变形 ,只 有 把 F 作 极 分 解 时 才能 把 伴随 变形 一 起 发 生 的 刚性 旋转 分 离 出 来 ,不 
论 是 大 变形 还 是 小 变形 情形 ,FF 的 极 分 解 都 是 有 意义 的 。 
当然 ,对 于 空间 变形 宰 度 也 可 作 极 分 解 , 并 可 作出 类 似 的 解释 。 但 因 


Н.Е = 58 ze = 8; 
所 以 
H = F” (5.2.49a) 
或 
Н = F` (5.2.495) 


这 意味 着 空间 变形 梯度 恰 是 物质 变形 神 典 上 所 反映 的 变化 情况 的 道 向 演变 ,由 此 也 可 帮助 我 
们 理解 Н 作 梓 分 解 后 的 物理 解释 .这 里 不 子 细 述 。 
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5.2.5 НЕЛИ Е ДЕК № 


前 面 已 经 指出 , 当 小 变形 时 ‚БШ së <1 m= 二 1 时 ,在 忽略 了 二 阶 小 量 后 ,分 别 得 到 拉 


格 裔 日 煞 性 应 变 张 量 和 隐 拉 线性 应 变 张 量 。 在 前 面 我 们 都 淮 有 给 出 相应 的 记号 ,其 原因 是 两 
者 之 间 志 只 相差 二 阶 小 量 , 国 此 可 以 采用 统一 的 表 夺 形式 ,并 统称 为 线性 应 变 张 量 。 
事实 上 ;因为 B: = x; — ё, ,所 以 利用 式 (5.,2.49) .有 


K = [K;] = 5% | = [в SÂ] 1-H=1-F° 


9х š Эх, 
根据 和 矩阵 的 二 项 展开 式 可 得 
Е! = (ЕВ [r+ Jl = I-J+ fr 
因 些 在 忽略 了 二 阶 小 量 后 有 


K=J- Ра JS = J 
DK AK ARIES J ЛЕ sp == [Н] {у ЕВ ВЕЧЕ НЮ F RAA ВЛ, Bš kaqt 3 
АТ ФИ ВЯ Н ТЕЗЕ БЕ УЕ ЕК ЕН , РАЗНОЕ У ЯК НЕ ЛЕЛЕ е] A Е ЗК Е 
= сее, 表示 。 今 后 在 小 变形 时 不 必 区 分 两 种 描述 法 ,并 按照 传统 的 方法 在 小 变形 时 总 是 采 
用 拉 格 朗 旦 措 述 法 , 且 把 EE 称 为 线性 应 变 张 量 ,简称 应 变 张 量 , 由 于 小 变形 时 只 用 £, 为 自 变 
量 , 所 以 可 把 应 变 张 量 写 成 
1 


єє = Fy + ua) (5.2.50a) 
或 
Е = Чиу + Va) (5.2.50Ь) 
ШЖ ЕТИКА то 9 А-а 
Зи 1 Du Q ut 
Ем = JEF E12 = Êy = 2 ЗЕ, + 288) 
ац 1 {Зы д 
En = JE” En = Ey = 2 (52 эе?) (5.2.50с) 
_ 9и 1 (5 saa) 
Езз = ОЕ, ° Єз = Е = > ЗЕ, + ЗЕ, 


在 线 弹 性 理论 中 把 式 (5.2.50b) 称 为 几何 方程 。 与 有 限 蛮 形 中 的 式 (5.2.20) 或 式 
(5.2.40) 相对 照 ,si ,ey ,en 分 别 表 示 沿 着 三 个 坐标 轴 正 同 e, , e, es 的 线 元 的 相对 伸 长 ,在 
工程 中 称 为 正 应 变 ; 与 有 限 变形 的 式 (4.2.211 或 式 (5.2.41) 相对 照 , 由 于 小 变形 时 


Ую = ЭТУ == 2212 == (52 + 938) = 2еһ 
Е 
Уз = Zeg 
Уз = Ze 


在 工程 中 ,把 Far Ygs Yu ВК 89 БЫ Ау, 因此 212, Esa Ез 分 别 是 相 庶 工程 剪 应变 的 一半， 并 称 
为 张 量 前 应 变 。 
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由 变形 梯度 的 极 分 解 知 ,E БН АЕ HB L. НЕ, 一 样 共 反映 变形 部 分 ,其 刚性 旋转 

部 分 必须 对 变形 梯度 作 极 分 解 时 才能 分 离 出 来 ,在 小 变形 时 通常 不 作 极 分 解 ,而 采用 和 分 解 

即 可 把 刚性 旋转 部 分 分 离 出 来 .所谓 和 分 解 就 是 把 变形 梯度 分 解 成 对 称 部 分 与 反对 称 部 分 

之 和 -由 于 下 = 了 + 了 .显然 瑟 与 了 的 反对 称 部 分 相同 ,所 以 常常 对 J 进行 和 分 解 来 分 离 出 
刚性 旋转 部 分 .J 的 和 分 解 公 式 为 

= Фал) A-J) = E + W (5.2.51) 


К НЕК E Жир ИО РАКЕ B w = W,e,e, :所 
以 有 


W. = T (u - шщ.) (5.2.52а) 
或 

= 5 (м Y- Yu) (5.2.52b) 
把 W 称 作 线 性 旋转 张 量 , 它 代表 微 体 元 的 刚性 旋转 部 分 是 容易 理解 的 。 因 为 当 在 点 Р, ДЬ E 


= 9 时 就 意味 着 P, 处 的 微 体 元 没有 变形 , 剩 下 的 W 必然 是 刚性 旋转 部 分 的 反映 。 
根据 二 阶 肥 对 称 张 量 的 性 质 知 , W 有 一 个 反 偶 矢 量 , 记 做 o = we,, 则 有 


аң = еа (5.2.53а) 
或 
2 = 2 У хи (5.2. 53b) 
常常 把 о 叫 艇 线性 旋转 矢量 .于 是 位 称 微 分 下 表示 为 
Чи, = J,d£ = Eyd& + Wdé = Eydé + едацаё (5.2.54а) 
或 
du = J -dë = Е-Е + W- dë = Е-4ё ох дё (5.2.54b) 
上 式 中 的 第 一 部 分 是 由 变形 产生 的 ,第 二 部 分 就 是 由 刚性 旋转 产生 的 . 若 取 
d / ө 


则 第 二 部 分 为 零 ,这 说 明 o 所 在 的 轴 就 是 刚性 旋转 的 转动 轴 。 由 于 矢 基 和 是 可 交换 的 ,因此 
先 变 形 还 是 先 作 微小 转动 是 无 关 紧 要 的 。 

值得 指出 ,只 有 在 小 变形 时 ,才能 作 和 分 解 :在 有 限 变形 时 是 不 能 作 和 分 解 的 ,必须 对 F 
进行 极 分 解 来 解释 变形 的 机 理 ,在 有 限 变形 时 ,由 于 一 般 说 来 U 二 VV ,这 意 昧 着 变形 和 旋转 
是 不 可 交 失 的。 当然, 小 变形 时 也 可 将 F 进行 极 分 解 ,可 以 设想 在 相差 一 -个 二 阶 小 景 的 情况 
下 必 可 得 到 U = Y。 还 可 指出 在 小 变形 情形 下 ., 按 F 的 援 分 解 得 到 的 旋转 张 量 如 和 按 和 分 
解 得 到 的 线性 旋转 张 量 W 之 间 只 相差 一 个 二 阶 先 穷 小 量 ， 因此 也 蚌 相 同 的 。 


5.2.6 线性 应 变 张 量 的 几何 解释 
首先 推出 点 P, 处 任 一 线 元 的 伸 长 比 、 相 对 伸 长 和 最 终 方 向 ,假设 Р.О, = ЧЕ, KEH 
аё, Эр] 3) tm; 它 在 最 终 构 形 中 是 线 元 РО = ах, KEA dx ,方向 为 п, Mjh (5.2.18) ,把 
L, Me, 替代 后 得 
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(4) — (48)? = 2,1,9; 
(ау, З ЕП АГА 2є түт, ,而 等 式 的 左 端 在 忽 路 了 二 阶 小 量 后 可 得 
ах)? _ (dE)? _ (dx + dë) (dx — d£) _ 
| АЕ = ie az = 2040 - 1) 


所 以 最 终 得 
Агы) — 1 = кү (5.2.55a) 
或 
À tm — | = m - E-m (5.2.55b) 
EARE- Sk ИНАН ЕТТИ зї: НА н АЗСА], НЕ с = u; + 名 ,所 以 
ах; = аа + S dë, = (J + ё, då; (5.2.56a) 
dx = (и Ç + 1) - dË = (J + I): dë (5.2.56b) 
两 边 队 以 аг 后 即 得 
Аут; = (бир, + б„)т, (5.2.57a) 
或 
Асу = (и V + P) ` m (5.2.57b) 


ЕН 5. (5.2.55) 知 , 当 т 9} Я Не, ,es Me, tJ, НЕКЛЕ ТИ ЧЕН ТЕ ГАЈ СОН 
是 en e> 和 eao 现 在 对 正 应 变 作 出 几何 解释 ,以 es 为 例 , 它 表示 初始 平行 于 £, 轴 的 物质 线 
元 的 相对 伸 长 。 设 初始 线 元 为 P. Q, = аё, ez ,在 最 终 构 形 中 对 应 于 线 元 PO = ах'? , 则 由 式 
(5.2.56) 可 得 


ди Зи ди 
(2) 201 一 一 人 一 一 3 
dx” = (J + D) dfe = ЭЕ, 96 + (1 + 552) аё, e + Je, dé2 es 


由 此 不 难看 出 


ахо. е, -dê Pm, 
ЧЕ. = gg, = ба = A, -1 (5.2.58) 


式 (5.2.58) 表明 在 小 变形 理论 中 计算 物质 线 元 的 伸 长 度 q9< — ЧЕ 时 ,其 变形 后 的 长 度 dx 可 
以 用 变形 后 的 线 元 在 变形 前 的 线 元 单位 方向 上 的 投影 来 代替 。 
再 来 考察 前 应 变 的 几何 解释 ,我 们 以 ex ,es 方向 的 直角 改变 量 为 例 来 说 明之 .再 设 初始 
线 元 Ро, = 46: ei, 它 在 最 终 构 形 中 是 PR = ах , 则 由 式 (5.2.57) 知 有 
ах? аы, Зи. Ən; 
ЧЕ, = ә, + (1 + 582) е, + ЗЕ, ёз 
аж‘? Әм, Зи. ди, 
4, = зе, ё + JE ё + £ + 了 | е; 
在 小 变形 时 ,在 一 阶 近 似 下 ,上 面 两 式 左 端 可 用 单位 矢量 表示 为 


n че, + Sn, 
ш аё, ! 2 ЗЕ, 3 

Зи Зи 

(ay 1 2 
п = зе + ое + ез 
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ЕҢ, НЕД Н Ну Е НК Уу 


) a Ju, дш ди, диз 


соб = п-п" = де д, t 26, t Эг, 
РЯ — Br yE ,并 注意 到 
Уз == sinya = cos? 
因此 得 
Уз = 952 + ры = em 
同 理 有 


Зи Зы 
Ya = Эа, + Эа, = 2Езї 


Зы: Зи, 


Ye = Эё, + эв, = 2є1› 


{5.2.59а) 


(5.2.595) 


{5.2.59с) 


(5.2.59) 再 次 说 明 小 变形 时 张 基 前 应 变 与 工程 剪 应 变 之 间 的 关系 。 由 推导 过 程 可 以 


看 出 ,忽略 乘积 项 2 Эн 


ГЭЕ Эё, ,意味 着 可 以 用 ахо 和 ах? ZE Е, Е, 平面 上 的 投影 的 角度 改变 量 
来 代替 精确 的 角度 改变 量 。 在 图 5 -9 中 ,dz 和 dx) 在 与 名 平面 上 的 投影 就 是 PE 与 


PR' ,显然 РО" 就 是 dx) - е„, РЕ" 就 是 ах® -es ,所 以 


a 
Fg = 92:46 
F Fuz 
АА’ = Jg, 983 
яя 

du 
ү = tan, = 3 
бле n = де, 
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Ө, = іап, == FEA 
也 即 在 忽略 了 二 阶 小 量 后 
Ya = 8+0, = Ey (5.2.60) 

值得 指出 , 亦 研 究 小 变形 的 “弹性 力学 ”或 “弹性 理论 ”的 一 般 教 科 书 中 ,常常 直接 从 这 
里 所 讲 的 几何 解释 为 基础 直接 引信 应 变 分 量 的 .但 是 ya › Уа, y 不 满足 张 量 变换 规则 , 必 
须 采 用 el ,ew ,en 与 En e>. es 构成 的 对 称 张 量 才 满 足 张 量变 换 规 则 。 

虽然 线性 应 变 张 量 不 是 应 变 的 精确 度量 ,但 常常 是 精确 量 的 最 佳 近似 .对 于 结构 树 料 ， 
є ЖЖ 0.001 或 更 小 ,确实 远 小 于 1。 经 典 的 弹性 理论 及 其 许多 成 功 的 应 用 就 是 建 
并 在 这 一 近似 基础 上 的 。 

5.2.7 线性 应 变 张 量 的 性 质 


由 于 线性 应 变 张 量 吾 是 对 称 二 阶 张 量 ,所 以 具有 对 称 一 阶 张 量 的 -- 切 性 质 . 必 存在 3 个 
实 特征 值 和 3 个 相互 垂直 的 特征 方向 ,在 左 特 征 方向 为 坐标 轴 时 就 可 把 E 化 为 对 角 阵 。 
应 变 张 量 s, 的 主 方向 满足 关系 


E-n = Ап 
或 者 写成 
(ey — AB, )n, = 0 (5.2.61а) 
或 
(E — АЛ) - n = 0 (5.2.61b) 


#19 п 的 非 零 解 , 当 且 羽 当 上 式 的 系数 行列 式 等 于 零 , 即 
le; — Аб, = 0 
展开 后 得 到 特征 方程 , 即 三 次 式 
A) — Т.А? + MA - HUL = о (5.2.62) 
其 中 


ТЕ = Е: = ГЕ 
ЦЕ = У (easy 一 єбє}. (5.2.63) 
Ш = | es | = detE 
分 别称 为 线性 应 变 张 量 的 第 一 、 第 二 、 第 三 主 不 变量。 由 式 (5.2.62) 可 求 出 3 个 实 根 , 记 做 
et ye ЖИ Єз), 叫做 线性 应 变 张 量 的 主 应 变 ; 它们 对 应 的 方向 n ПН M БЫ ЖЕ ЧЕГУУ {в} „ 29 Hk ЗЕ 
В ‚ИЖЕ Е 化 为 对 角形 ,也 就 是 说 此 时 的 前 应 变 全 为 零 。 
5-2.8 体积 应 变 . 应 变 球形 张 轩 和 应 变 信 幸 张 是 


当 用 主 应 变 表 示 应 变 张 量 的 第 -一 主 不 变量 时 有 
1: = єп) + ел + Eg (5.2.64) 
Е А о а и ОР-Р ЕЗУ 


Г = d d,d: 
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变形 后 ,由 于 取 的 是 主轴 系 ,所 以 仍然 是 个 长 方 体 ,相应 的 边 长 分 别 为 
{1+ ғау) dé 
(1 + ec 9; 
(1 + ec 296 
所 以 其 体积 变 为 
И+ ЧИ = (1 + gay )(1 + gay )(1 + gay )d&, dë, 46 
如 果 用 8 表示 单位 体积 的 变化 , 即 体积 应 变 , 则 在 忽略 了 二 阶 小 量 后 有 


9 = ы = ва) + Sa + Єз = l, (5.2.65) 


+ i fa di HUY КСА ДУ JJ PRJE ЗК ВЕБ ЛИНК, ЗЕ AE ВЕН B] pi B 
线性 应 变 张 量 E ¿YE S БЕ ЗЕ ЛЕК E, НК E, 2 n. BB 


Е = E, + Е, (5.2.66) 
ЛЕ E, 可 表示 为 
Ен = =, (5.2.67a) 
Ули E Эу 
Ем О Ü 
Ни = | 0 е, J (5.2.67b) 
Ü 0 Ем 
其 中 
Ем = Jeu = Llen + En + Ез) = + І (5.2.68) 
MERRE Е, СО ELE е, 表示 , 则 有 
ey = еу + вый, (5.2.69a) 
或 
Е = E, + + Iaf (5.2.69b) 


显然 ТБ ЖИЛУ ЖЕ УЗ Et 33 

By ask ЛЕГ ЪЗ, ААВ ВТ iH ТЕ BJ EARED E. КЛЕК Et 
的 主 方向 与 线性 应 变 张 量 召 的 主 方向 相同 。 它 的 主 值 , 称 为 主 偏 斜 应 变 , 记 做 ёзу» ба) ёзу, 
容易 证 明 它 们 与 主 应 变 有 如 下 关系 


Е = Ejj 一 + ls {5.2.70) 
5.2.9 应 变 的 相 容 方程 


以 上 我 们 讨论 了 一 点 的 应 变 状 态 。 现 在 进一步 讨论 连续 体内 应 变 场 所 必须 满足 的 微分 
ж. 
在 小 变形 的 情况 下 ,由 式 (5.2.50a) 4 
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如 果 知 道 位 移 分 量 ww , 便 可 由 上 趟 求 得 应 变 分 量 6j。 现 在 提出 一 个 相反 的 问题 ;如 果 给 定 应 
变 分 量 s ,能 否 确定 位 称 分 量 а, 呢 ? 

Че; = eu ,所 以 式 (5.2.50a) 表示 6 个 方程 ,而 未 知 量 只 有 3 个 ( 即 u, us, п) ,在 一 般 情 
况 下 ,这 组 方程 没有 单 值 连续 解 . 若 要 使 方程 组 式 (5.2.50a) 具有 单 值 连 续 解 , 应变 场 ey 必 
须 满足 一 定 的 条 件 ,通常 称 为 变形 的 相 容 方程 或 称 相 容 条 件 。 

很 明显 ,如 果 能 从 式 (5.2.50a) 中 消去 位 移 分 量 , 就 可 得 到 应 变 分 量 之 间 应 满足 的 微分 
关系 。 为 此 ,对 式 (5.2.50a) 作 两 次 协 变 导数 (在 第 卡尔 坐标 系 中 为 偏 导 数 ) 的 运算 ,得 


Epu = S (шш чиш) {5.2.71а) 
改变 自由 指标 ,可 得 以 下 公式 
Е: = 总 (ax + шы) {5.2.71b) 
Esg = T ug + ug) (5.2.71е) 
1 
л.д = суб шш + ща) (5.2.714) 
8245.2. 71) 立即 可 得 
Бун + Ewy — вн = Еда = Ü (5.2.72) 


这 就 是 小 变形 的 相 容 方程 。 

也 可 以 用 另 一 种 方法 来 消去 式 (5.2.50a) 中 的 位 移 分 重 。 因 式 (5.2.71a) 的 右边 ,uw 对 
二 二 两 个 指标 是 对 称 的 ,ww IEF i, k 两 个 指标 也 是 对 称 的 ;而 置换 张 量 em Же" 分 别 对 于 
指标 у, I 和 i, 上 是 反对 称 的 ,我们 知道 ,对 称 张 量 与 反对 称 张 量 的 内 积 为 零 。 所 以 


we = Ü 
и; ше” = 0 
据 此 ,我 们 将 式 (5.2.71a) 两 边 都 对 =, = 取 内 积 , 便 得 
sa ee” = 0 (5.2.73) 
EAP m,n 为 自由 指标 ,上 式 共 代表 6 个 不 同 的 方程 , 即 取 
туп = 1,1[;2,2;3,3;1,2;2,3;3,1 
ER m = n = 3,8 (5.2.73) 得 
Enne” e” + Enge =? + Ene E + E22,11 ee 0 
Ep 
Enaz + Ez. ~ Žepy = Ü 
对 于 直角 坐标 系 , 上 式 可 以 写成 
22 2 Р 
зу + Si = эу» (5.2.74a) 
类 位 地 , 取 中 = a = 13 = п = 2, 可 得 
Fen Pe, Fe 
22 t ау = 25,9; (5.2.74Ь) 
Pe, Pey Pe, 
Әк t др = 2559 (5.2.74e) 
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ER m = 2,n = 3, ШН (5.2.73) 得 


12 123 132 _ 215 312 125 aa з = 
£u. = Ne + ЕДЕТЕ + Ер рЕ Е + gp. (£ E 0 


Bp 
— Ен + Ena + Ез — Eann = 9 
或 写成 
2 
9 s= _ 8 (2 „ 2 _ 2а) (5.2.75а) 
ауд г Әх\ ду 2z Эх 


н, Н m = 3,а = 1 т = 1, п = 2,944 


2 

552 = 2 (52 r% 26.) (5.2.75Ъ) 
кдж Зу\ дуд Әх ау 

е 9 Е де. 26) 

ахду = 2:4 ах * ду ` а= (5.2.75с) 


其 实 ,方程 组 式 15.2.72)》 和 式 (5.2.73) 是 等 价 的 ,虽然 在 式 (45.2.72) 中 有 4 个 自由 指标 , 共 
代表 81 个 方程 , 售 是 其 中 基本 的 方程 只 有 5 个 ,其 余 的 方程 或 者 是 重复 的 ,或 者 是 恒等式 。 
对 十 单 连 域 来 说 , 相 容 方 程式 (5.2.72) НЕ ЕЕ ЕН ИЕШЕ НУ В ЕЕ 


5.3 线 弹 性 物质 的 本 构 方 程 


所 谓 本 构 方 程 ,就 是 反映 材料 本 身 物理 性 质 的 一 组 方程 ,一 般 说 来 ,不 同 的 材料 具有 不 
局 的 物理 性 质 , 因 此 每 种 材料 都 有 它 本 身 所 具有 的 本 构 方 程 . 不 仅 如 此 ,即使 是 同 - -种 材料 ， 
在 不 同 的 条 件 下 其 表现 出 来 的 物理 性 质 也 常常 有 显著 差异 ,也 就 是 说 决定 材料 本 构 方 程 的 
六 素 是 复杂 的 ,通常 还 与 环境 温度 、 环 境 压 强 、 物 体 的 运动 速度 ,甚至 还 与 时 间 上 .周围 的 电 
磁场 等 等 因素 有 关 。 在 此 不 起 对 这 些 因素 展开 讨论 ,本 节 的 任务 只 是 讨论 经 典 弹 性 力学 中 所 
处 理 的 一 类 物质 , 即 线 弹 性 物质 的 本 构 方 程 ,在 弹性 力学 中 把 它 称 为 应力 与 应 变 的 关系 。 

贞 于 本 构 方 程 是 材料 本 身 物 理 狂 质 的 数学 模型 ,因此 它 不 可 能 是 某 种 数学 逐 辑 推理 的 
结果 ,只 有 用 实验 结果 来 鉴定 本 构 方 程 ,由 于 本 构 方 程 取 决 于 各 种 因素 ,因此 常常 需要 给 出 
务 种 限制 条 件 , 骂 立 下 种 种 假设 ,这 样 虽然 使 得 给 出 的 本 构 方 程 的 适用 范 轩 大 大 缩小 ,但 却 
КМА ТР ВЕ, 


5.3.1 各 向 两 性 材料 的 广 光 上 席 克 定律 


线 弹 人 性 物质 的 应 力 与 应 变 鞠 系 最 一 般 的 形式 可 表示 为 
d; = fylen:en Sam Ез ea 6) = (е, ) (5.3.1) 
在 变形 很 小 的 情况 下 5 即 小 变形 很 设 下 ) . 式 (5.3.1) 可 展开 成 泰勒 级 数 , 并 可 上 略 去 其 二 次 议 
上 的 项 .得 到 


Чы = (f) + (54) € 
485) жок A 对 应 变 分 量 s。 的 一 阶 偏 导数 在 应 变 分 量 全 为 稚 时 的 值 ;而 (三 


表示 函数 f 在 应 变 分 量 全 为 零 时 的 值 , 它 实际 代表 初始 应 力 。 
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如 果 很 设 初始 应 力 为 零 ( 即 无 预 应 力 假 设 ), 则 可 化 为 线性 齐 次 形式 ,并 用 Сы 代替 
(2%) ,可 和 


де D 
ç (5.3.2) 
式 (5.3.2) SEE SBS Pip НОЧО ЖЕ. RA E nj ЕЕ НЕ ЕИ Ж 3825 ЛЕ F 
SME АН ЗЕТ Ы ЕЕ RPI] С, 称 为 弹性 系数 ,不 难 证 明 它 构成 一 个 
四 阶 笛 卡 尔 张 量 ,共有 81 个 分 量 。 由 于 в, Же, 都 是 对 称 的 ,因此 独立 前 分 量 只 有 36 个 。 

值得 指出 ,在 连续 介质 中 我 们 总 是 把 每 ~ 个 微 体 元 看 作 一 个 平衡 态 ,也 就 是 说 式 (5.3. 
2) 中 的 弹性 系数 与 质点 有 关 。 换 名 话说 . Сы, 应 是 坐标 x 的 函数 。 从 物理 角度 看 ,意味 着 物体 
是 由 非 均匀 材料 组 成 的 , 即 各 微 体 元 的 力学 性 质 不 同 , 各 处 反映 出 不 同 的 弹性 效应 。 但 若 物 
伍 是 由 均匀 材料 组 成 的 (部 青 加 上 均匀 性 根 设 ) , 即 各 微 体 元 的 力学 性质 都 是 相同 的 ,只 体 来 
说 , 当 物 蛋 由 各 质点 承受 同样 的 应 力 时 , 必 产 生 同样 的 应 变 ; 反 之 ,物体 内 各 质点 有 相同 的 应 
变 时 , 必 短 受 同样 的 应 力 。 均 匀 性 假设 反映 在 式 (5.3.2) 中 ,就 是 意味 着 C 与 坐标 wi EE, 
从 而 变 成 弹性 常数 。 

还 应 指出 , 式 人 .3.2) 所 反 胞 的 应 力 与 应 变 的 关系 是 齐 线性 的 ,但 从 最 简单 的 拉 伸 试验 
ЖЕЙ, 当 达 到 届 服 应力 时 ,应力 与 应 谈 的 甘 系 不 是 线 仁 的 了 。 这 就 是 说 ,只 有 在 弹性 范围 内 才 
可 应 用 式 (5.3.2) 作为 本 构 方 程 ,这 就 是 所 谓 的 完全 弹性 假设 。 

最 后 ,我 们 假设 物质 是 各 向 同性 的 ( 即 各 向 同性 假设 )。 所 谓 各 向 同性 ,从 物理 角度 来 说 ， 
就 是 治 物 体 的 所 有 方向 其 弹性 性 质 都 是 一 样 的 .具体 地 说 ,如 果 从 均匀 的 各 向 间 性 体 中 切 出 
无 数 个 方位 不 同 的 微 体 元 , 则 当 这 些微 体 元 承受 相同 的 应 力 时 将 产生 相 疝 的 应 变 ; 反 之 ,如 
洒 应 变 粕 同 则 必然 承受 相 辣 的 应 力 。 这 一 物理 性 质 反映 在 数学 上 ,就 是 应 力 与 应 变 关系 在 所 
有 方位 不 同 的 直角 第 卡尔 坐标 系 中 都 是 一 样 的 。 这 就 是 说 ,四 阶 张 量 С. 在 任意 笛 卡 尔 坐 标 
变换 下 ,其 每 一 个 分 量 都 不 变 。 由 此 可 见 , 四 阶 张 景 Cs 是 各 向 同性 张 量 , 目 因 Су, 对 两 组 指 
标 二 和 pg 都 是 对 称 的 ,根据 2.8 中 关于 四 阶 各 向 同性 张 量 的 定理 及 其 推论 知 , 该 四 阶 张 量 只 
有 两 个 独立 的 常数 ,并 可 表示 为 


G; = Сы 


Сы = 2049 + pl dd + даь) (5.3.3) 
把 上 式 代 人 式 (5.3,.2) ,得 
ар = Aexó; + Ze; (5.3.4a) 
或 
E = À LI + 2ыЕ (5.3.4b) 


ЗЕЯ, e t Г EHEER Ж БЕЛЕЕ , 式 中 的 常数 4 和， PAHE Lame’) 常数 , 它 就 是 线 弹 
性 物质 的 本 构 方 程 。 
当然 可 以 毫 匹 困难 地 求 出 该 方程 的 道 ,得 到 用 应 力 表示 应 变 的 形式 


Ао d 
£; = PEF + TD) 289% + 208 {5.3.5а) 
或 
А _ 1 | 
Е = 2 3À + 21)! + > (5.3.5b) 


显然 , 式 (5.3.4) 与 式 (5.3.5) 是 等 价 的 。 
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5.3.2 弹性 常数 的 测定 


上 面 的 应 力 与 应 变 关 系 式 (5.3.4) 和 式 (5.3.5) 当然 适用 于 简单 拉 伞 和 纯 筋 这 两 种 特 
殊 情 形 , 因 此 ,我 们 可 以 借助 于 对 基 一 材料 的 简单 拉 伸 试验 与 纯 剪 试验 来 测定 该 材料 的 弹性 


WAKA Ж. 
首先 在 简单 拉 伸 试验 下 , ШЖ k EBE BJ ТАЈНЕ x, 轴 方 向 , 则 有 
n = Ga = бы = da = dy = Ü (a) 
ЯНА (а) 代 人 式 (5.3.5) ,得 到 
п А Е 
= = ал. 22) 
一 À 
En = Єз = Уезд 4 огун (b) 
Єр = Ез = En = Ü 
AAH, Жа йу PAPAR g Fe 
e" = Ton 
En = Ey 二 一 Fadi {e} 
£, = Em = Ен = 0 
AF, E ЖЖ Young) 氏 弹 性 模 量 ,， ЭХ АНА Poisson) ЊЕ. НУ (Ьу 和 (ec) , 即 得 
Е = n (ЗА +2) 
7 А+ 
kr = А (5.3.6) 
 2(À + g) ` 
或 者 上 反 解 出 4 Ae 
À _ _ Бу 
+ ь (1—2) 
Е 
и = 207+ 0) (5.3.7) 
因为 根据 试验 恒 有 有 
E>0,0<v< 4 (5.3.8) 
所 以 有 
À > Ü, # > 0 (5.3.9) 
青 考 察 纯 剪 试 验 ,假定 前 应 力作 用 在 x, к, 平面 内 ,于 是 有 
Т = бр = 9 = Оц = fy = Ü (d) 
把 式 (d) 代入 式 (5.3.5) 得 
Ёр = £> = En = ЕВ = ea = Ü 
І 
Е iz 210% (е) 


3—2 м, HH ФЕВ Е +B Ка 
En = Ez = Ев = Ев = вр = 0 
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E12 = эү (0 


式 中 ,6 称 为 剪 切 模 量 。 比 较 式 (e) 各 (了) 得 


Е 
С = р = ЗА + u) u) (5.3.10) 
把 式 (5.3.7) 代 人 式 (5.3.5) ,得 到 用 上 Ao 表示 的 广义 虎 克 定律 
E 
а; = (=, + тди) {5.3.11а) 
或 
ЗАҢ @ = сы, НН 
s = Ha- дузы (5.3.12а) 
或 
> 1 + t ы 
Е = — E- ріӘ 5.3.126) 
这 中 Ə = бы „т, ЖЕ ЯЗВУ ‚Е 
En = 去 [an -rlon + съ) 1 
en = И, 
12 — E 12 
Ев = [= _ vÜ сз + Guji 
l+ L 
Ез = Е ба 
Ey = 去 [aa — vla + G> ) ] 
єзї = = Ya， (5.3.12e) 
h ER, З ЯН ЛУ ЛЕК 
0 = F Ө = 38.516 (5.3.13) 
趟 (5.3.13) 常 称 为 体积 应 变 的 虎 克 定律 。 令 
3 
За Е - А+ 2м (5.3.14) 


通常 把 К po sut y W 


5.4 线 弹 性 基本 方程 及 其 在 党 用 物理 标 架 下 的 实用 表达 式 


线 强 性 的 基本 方程 包含 下 列 3 组 方程 ,它们 的 不 变性 记 法 有 以 下 3 种 。 
(1) 平衡 方程 式 (5.1.16b} 
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(2) 本 构 方 程式 (5.3.12b) 


(D 几何 方程 式 (5.2.50b) 
E = L (u V + Уи) 


共有 上 二 个 方程 ,正巧 含有 15 个 未 知 量 ,它们 是 5 个 应 力 分 量 ,6 个 应 变 分 量 和 3 个 位 移 分 量 。 
在 具体 解决 力学 问题 时 ,常常 采用 物理 标 架 下 的 实用 性 记 法 。 所 谓 实 用 性 记 法 是 :对 于 
焉 应 力 或 正 应变 常常 采用 一 个 字母 下 标 , 表 示 对 应 轴 向 的 量 , 例 如 ,em. 表示 轴 方 向 的 正 应 
力 ,es 表示 在 圆柱 坐标 系 的 物理 标 架 下 8° 方向 的 正 应 变 ;前 应 力 用 г 表示 , 带 有 两 个 字母 下 
标 , 而 剪 应 变 采用 工程 前 应 变 用 у 表示 , 妃 带 有 两 个 字母 下 标 ,它们 的 意义 是 不 言 而 喻 的 。 


于 面 就 三 种 常用 的 物理 标 架 写 出 基本 方程 的 实用 表达 式 。 
5.41 第 卡尔 坐标 系 
坐标 xs ,x; ,xs 分 别 用 х,у, х 代替, 轴 向 单位 向 量 用 ;,; ,上 表示。 位 移 矢 量 为 


и = ш + j + wk 
而 单位 体积 的 体积 力 为 
F = Xi + W + Zk 
(1) 平衡 方程 式 (5.1.21b) 的 实用 表达 式 


+ 
| 
Ú: 
+ 
ba 
I 
> 


(2) 本 构 方 程式 (5.3.12c) 的 实用 表达 式 


є. = tla, _ YEs, +0.) 1, Ya = 2 + У) 
s, = Га, — иба, +0,)], у. = Ож) 
°, = 100, — vlo, + g,)], у, = Ча»), 
(3) 几何 方程 式 (5.2.50c) 的 实用 表达 式 
_ ди _ дш дь 
£, = Әх? У. = Зу + Fz 
_ дф du č ðw 
=, Jy’ 75 = 2: + Hx 
дщ 95 ды 


5.4.2 圆柱 坐标 系 


EER r= x ,@ = хуз = xš 
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(5.4.1) 


(5.4.2) 


(5.4.3) 


Е Еа) = г’. В) = 0°, ga = k 


位 移 的 物理 分 量 表达 式 

и = ur + ua + ий (5.4.4) 
单位 体积 的 体积 为 的 物理 分 量 表 达 式 

F = Fr’ + Е + БЕ (5.4.5) 
应 力 张 量 的 物理 分 量 表 示 式 
E = orr + Tor O + т.о К + TO rr + oO 0 + rd Rk + rkr’ + rok? + okk 

(5.4.6) 

应 变 张 量 的 物理 分 量 表达 式 


E = err 十 5 ya r° 8° + TY, гк + > уав r° + 8 8° 0° 
+ $ ya 8° K 十 六 yo + + yako” + ЕД (5.4.7) 


注意 ,其 中 yo = Yas Y. = У, = Уе ЯВА BR РУ ТЕ ЖЕ Jr [5] ПОЕТ Аз АРЕ, реа Га 
前 应 变 , 所 以 对 应 的 张 量 前 应 变 都 应 路 以 2。 
(1) 平衡 方程 ,由 第 三 章 式 (3.8.20) 为 


1 Ə(ro,) 1 Эти Әт, ав 


r ðr г 29 + Эк у + F, = 0 
1 ЭС, > 1 Эс dr 
КОЗ, 9 + + Е = 0 (5.4.8) 


1 2( rr.) 1 Әт да, 
r är +> 98 + 3; + F, = 0 


(2) ЖИ r EB НН (5.3.12°) 给 出 


g, = 去 [a - naa + а,)] 


Eg = 去 [os — (0, + z, )] 


Е, = +12, ~ иба, + ca) ] 
y, = К+ vdo 
у = А, (5.4.9) 


(3) 几何 方程 ,由 第 三 章 式 (3.8.16) 可 得 到 Wu 的 9 个 物理 分 量 . 因 为 中 = (Ум). BP 
RERE- ГЕНА, 尖 此 容易 求 出 为 
Зи. 
dr 


5108050 


Е, = 
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ди, 
у = 有 + | a нә] (5.4.10) 
5.4.3 Я 


学 标 r = x!,0 = х?,ф = x° 
局 部 物理 奈 架 g = r',ga = 人 ,Ba) = ф° 
位 移 的 物理 分 量 表 达 式 


0 0 о 
и = иг + uÜ + ир 


单位 体积 的 体积 力 的 物理 分 量 表达 式 
F = F,r” + F 9° + Е.ф" (5.4.12) 
应 力 张 量 的 物理 分 量 表达 式 为 
E = s, r + тыт Ө? + ro P + tor + o0 0° + rd фр 
+ Tap r? + rap Ө" + oop p° (5.4.13) 
Б ЛЕНЕ АНА 


{5.4.11} 


Е = er + Y Yar Ө" + + Yo 9° + + Ya0° r + eo0°0° + у„8°ф° 


+ > уар?" + T уор 0° + sy Фф” (5.4.14) 
[н] НЕ АНЕ, уо = Y+, Y, = У Уа = Y РАЕН ИТЕ ЗЕ ЭУ ААУ ЕЗ ГЕЛЕ, 
也 是 工程 剪 应 变 ,所 以 对 应 的 张 量 剪 应 变 都 是 直角 改变 量 的 十。 
(1) 平衡 方程 ,由 第 三 章 式 {3.8.31) 知 


Гага, ) 1 Ә(ыпёб@г„) I Эт Gs + Gç 
2? Әг T rsin 28 + rain ЭФ 7 r + F. = 0 
1 Ə( ғ? гь) 1 2(sin@so) 1 ат тә — cots 

w. ЕЕ. Жаннын А = 
rz дуг + rsin 30 T ysin0 Эф + r Fs = 0 
1 а ть) 1 9(зіпбг,) ) 1 да, т 


кы _ 
г? Әг + ysin0 38 t rsin Эф + r + F, = 0 (5.4.15) 


(2) 本 构 方程 仍 可 接 式 45.3.12e) 给 出 


є, = Ela, — vlos + op)] 


Eg = 去 [os -~ (ар + er] 
Е; = Lla, = ибо, + Ga) | 
Ya = a У) 
У» = 2+ 2E 
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Ya = 20 + ә, (5.4.16) 


(з) 几何 方程 ,由 第 三 章 式 (3.8.26) уи 的 9 个 物理 分 量 ,再 取 转 置 后 相 加 , 取 算 术 
平均 值 即 得 


1 ди. ш, + cot@ts 


Ee = reing Эф + r 
_ 1 ди I 9ш сод 
7% = 99 * rsin Эр у “e 
9и; i dw и | 
Ya = 9; + roind ЭФ r 
9и 1 ди а 4 
ya = e 1 5ш _ 8 (5.4.17) 
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前 面 我 们 曾 讨论 过 .倘若 一 个 张 量 在 某 个 坐标 系 中 ,其 分 量 都 等 于 和 替 , 那 么 ,在 其 他 一 切 
坐标 系 中 ,该 张 量 的 分 量 也 都 为 零 。 这 是 张 量 的 一 个 重要 性 质 。 由 这 一 性 质 可 以 导出 张 量 方 
程 的 一 个 重要 竺 性 :一 个 张 共 方程 ,倘若 在 某 个 坐标 系 中 成 立 ,那么 ,在 其 他 一 切 坐 标 系 中 ， 
该 张 最 方程 也 向 样 成 立 。 

张 量 方程 的 这 一 特性 给 我 们 建立 物理 方程 提供 了 一 个 十 分 有 效 的 手段 .因为 若干 物理 
基 或 几何 量 之 间 的 关系 往往 在 某 个 特殊 坐标 系 ( 例 如 笛 卡 尔 坐 标 系 ) 中 比较 容易 建立 ,如 果 
我 们 把 这 种 关系 用 张 量 方程 来 表示 ,那么 这 个 张 量 方程 对 于 其 他 一 切 坐 标 系 都 是 有 效 的 。 换 
言 之 ,在 某 个 特殊 坐标 系 中 建立 起 来 的 方程 ,可 以 道 过 张 量 语言 的 * 翻 译 ”, 而 得 到 对 于 一 切 
坐标 系 都 普遍 有 效 的 方程 。 

为 解决 具体 物理 问题 的 方便 ,往往 需要 选择 各 种 不 同 的 坐标 系 ,但 在 不 同 坐 标 系 中 , 张 
量 分 量 所 注 足 的 方程 具有 不 同 的 形式 。 如 何 由 笛 卡 尔 坐 标 系 中 相对 简单 的 张 划分 量 方程 得 
到 任意 曲线 坐标 系 中 的 张 量 分 量 方程 呢 ? 这 就 需要 应 用 张 量 务 析 的 方法 。 

下 面 我 们 举 - 个 实例 说 明 用 物理 量 在 曲线 坐标 系 中 的 分 量 来 表示 张 重 方程 的 步骤 。 

线 弹 性 体 的 运动 方程 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 可 表示 为 


да. ay Әс, 


да t ау t az + Afa = pu, 

Ja Ja, до 

— + e жур рш, (5.5.1) 
За. 92. да. 


dx + Jy + 3; + of = pw, 
应 用 求 和 约定 将 式 (5.5.1) 写成 指标 形式 
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да, | 
Sa + об = pw, (i= 1,2,3) (5.5.1а) 


上 升 或 下 降 指 标 , 使 哑 指 标 一 上 一 下 ,自由 指标 在 同一 水 平 位 置 ,使 式 (5.5.1a) 变 为 


деа; 
эы + 0б = бш: 


或 
Zat + of = pw (i = 1,2,3) {5.5.1) 
最 后 将 笛 卡 尔 坐 标 系 改 为 曲线 坐标 系 , 把 式 (45.5.1b) 写成 
ai + юй = ш, 
或 
о*, + оѓ = (2 = 1,2,3) (5.5.1) 


式 (5.5.1c) 就 是 适合 ~- 切 坐标 系 的 张 量 方程 。 
习题 五 


5.1 ВЯ РАНК 
7 0 —2 
5 = | 0 5 O | 
-2 0 4 
(а) 求 点 处 单位 法 向 为 # = (3, 部 ,二 ) 的 平面 上 的 表面 牵引 力 矢 40 3 
(b) 求 六 ”垂直 于 该 平面 的 分 量 ; 


(с) ROoR W 3 S| q XE г” 5 n 2 Fk, 
5.2 设 一 点 处 的 应 力 张 量 为 
0 1 2 
% = | ба ] 
2 1 O 


其 中 zz 未 定 。 试 确定 gw, 使 得 在 该 点 处 菜 沾 平面 上 的 应 力 矢量 等 二 内 ,并 给 出 该 平面 的 单 


位 法 向 矢量 。 
53 ДААНМАЛЖАНИЯЖЕ 


1 a b 
х; f 1 J 
b e 1 
给 出 。 试 确定 a,5,c, 使 得 在 该 点 以 = (А. L ,高 ) 为 外 法 线 方向 的 平面 上 的 应 力 矢量 等 


3 


二 等。 
5.4 一 点 处 的 应 为 状态 关于 第 卡尔 坐标 系 OX Xy X 的 应 力 张 量 由 
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2 -2 9 
= -| -: 2 0 
0 о -v2 


ВН ЖА ох ху ху ЖЖЕНИЕ 


1 1 
вр 
1 1 1 
еге. 2 -2 
д м 
2 2 ШЕ: 


X T охл WE 32 UQ 8 o RE А Ж ox! тух, TE Zí ЕН А} БУ Е, 
5.5 和 连续 介质 的 应 力 世 为 


552 0 2r, 

O 2х; Ü 

AR: 25 л} ДЕ Л E {ЖА Y ЮЛ БИ ДЕ. 
5.6 R TIA È AREH EAA 


0 1 1 
(а) 5 x= [ 0 | 
1 


Зах, 532 o = 
x = 


1 
1 O 
2 1 I 
(b)2; = [ 2 ] 
1 1 2 
并 斌 证明 两 者 有 相同 的 主 方向 。 
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求 它 的 主机 办 和 3 个 应 力主 不 变量 。 
5.8 00008 
з -ю O 
z- | -ю о "| 
0 30 -27 


СТЫКЕ, НАЛ, 
5.9 设 物体 上 各 点 外 的 应 力 状态 由 应 办 张 量 场 给 出 为 


D ех; Ü 
ЖЭ; = | сх: ü _ 5 
Ü — €x, Ü 
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(а) Е SERDAR, ЖЕР ЖЯ; , 

(b) ЖЕ Р(4, - 4,7) 处 作用 在 平面 2xi + 2x2 一 zs = — 7 以 及 球面 x1 + ду + аз = 
81 ЕЯ; 

(c) 计算 上 述 点 P # P 32 r ХНЕЛТЕЯЫЛо 

5.10 4 F EA ну Ph Ят zz јан ЖА, Б Ж 3 E 

и = 42?е, + Е, зе) + ё 55е 

#1 r F (1,0,2) 的 质点 经 过 位 移 后 的 坐标 。 

5.11 和 连续 介质 物体 受 位 移 

и = (32, == 45; )e, + (26, = £, )e, + (42, = ё, )е; 

求 联结 质点 (1,0,3) 和 (3,6,6) 的 笑 量 在 位移 后 的 对 应 矢量 。 

5.12 — Ek š Jy 3 27 3F Ж = 


ж = У2Е, + 2, 


3 /2 
x, =- ё + 4 + 4 ° 


= = -e +126, 
Ë: 
(a) 在 初始 构 形 中 具有 方向 比 1:1: 工 的 线 元 在 变形 后 的 方向 ; 
(b) 这 个 线 元 的 伸 长 比 。 
5.13 一 位 称 场 由 
н = ёё, е, + (8, 一 ёз )е, + Е, ө, 
给 出 - 求 出 点 Po (1,2, — 1) Ж — & MARIES 3É Е bb 2 Жа ERE. 
5.14 FHH 


я = ё, 

x, = ë, 

хз = Ё; +A 
RE 2,8, ER E Rh K ШТ ал. 


5.15 У 
и = & Še, + Ве, + És Ее, 
给 出 . 试 求 物质 变形 梯度 F Яп! PQ Pr 85 Н T. 
5.16 — 3£ # J 58 3⁄9 44k S 38 3 
ж, = Ё Е) 
д. = É, + АЯ, 
жу = & + A, 
EP AZAR НИЖЕ Сенин НИЖЕ А. 
5.17 РАЖ 29 A 
жү = £, + 26, 
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x, = =. 一 25, 
Жа = £, 一 2&, + 22, 


试 求 空间 变形 梯度 二 ,空间 和 位移 梯 度 K Яп Г Y ЖООК ИШ С. 
5.18 对 于 是 5.16 给 出 的 变形 , 求 物质 变形 梯度 五 ,并 通过 F DD 38 2 f R (и К 


MERKE., е. 
5.19 对 于 由 站 = (5, - 8.) 'e, + (& + &,)?е, – & £, e, № т, ЛР ЖШ 


在 点 Р(0,2,  ОАИВНЕЖКЕ ЭННИ. 
5.20 ”对 于 题 5.19 的 位 移 场 , 求 在 点 Р(О,2, - 1) 处 沿 着 方向 = J (Se, — es +4е,) 


的 正 应 变 。 
5.21 一 点 处 的 线性 应 变 张 量 为 


1 -3 10 
E - z -3 1 —2 


м2 -/2 4 
Же = Le, -Że a 方向 的 正 应 变 , 以 及 它 与 正 交 方向 p =- e, + +e, £a 
之 间 的 工程 前 应 变 。 
5.22 H EB 5.21 中 给 出 的 线性 点 变 张 量 的 3 个 主 不 变量 。 
5.23 一 小 变形 在 形式 上 由 位 称 场 
и: = 45, — & + ЖЕ 
н = & +76 


из =- 38, + 45, + 45, 
ЭШ „Ж + 5 3F 9-1 Жип + TELS A 


б 张 量 分 析 在 流体 力学 中 的 应 用 


近年 来 , 张 量 分 析 在 流体 力学 中 的 应 用 日 益 广 泛 。 采 用 张 量 形 式 的 基本 方程 来 求解 问题 
与 日 俱 增 ,因此 在 介绍 有 关 张 量 分 析 的 知识 之 后 ,有 必要 再 介绍 一 些 张 量 分 析 在 流体 力学 中 


应 用 的 基础 知识 。 


6.1 流体 力学 中 各 种 物理 量 的 张 量 形式 


为 了 应 用 张 量 来 分 析 流 体力 学 问题 .就 应 当 写 出 流体 力学 中 可 能 届 到 的 物理 量 的 张 嚼 


形式 ,下 面 就 一 些 经 常 遇 到 的 物理 量 加 以 讨论 。 
6.1.1 动能 的 表达 式 


设 流体 质量 为 m ,运动 速度 为 g, 由 动能 定义 
1 


E; = > meo = J mü ` ©) 
由 于 
е = ve, = ве 
дм 
и = ж ЫР 
可 以 得 到 动能 的 表达 式 为 
É, = J mutu, = > mau 


6.1.2 单位 质量 的 质量 力 
#H as br i ВЕНУ A у, PIN 


f = fe, = fee 
AP Хи в. 
6.1.3 速度 环 量 的 表达 式 
由 速度 环 量 的 定义 ,得 
Г = $ - dr, 
因为 
т = u, 
而 
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(6.1.1) 


(6.1.2) 


所 以 
г = ue -e ах = ф vajd = 中 max (6.1.3) 
614 质量 流量 O 的 表达 式 


根据 质量 流量 的 定义 ,通过 任 一 微 元 面积 do 的 微 元 质量 流量 为 
dQ = pv - піс = ре - f ds, 


EA | | 
РЁ = V 
dS; = V g V g! dx dx" 
所 以 | 
dQ = VdS, 
展开 上 式 , 得 
dO = ovg V М g’ da dx? + Vv g” лах? + 0 А аах! dr’) (6.1.4а) 
ў 
dQ = баб! ах?4х? + ах dx? + ах 452) {6.1.46 
6.2 流 线 与 迹 线 的 表达 式 
6.2.1 ЮЕ 


流 线 与 和 迹 线 是 流体 力学 中 的 重要 裕 念 所 谓 济 钱 就 是 在 给 定 瞬 时 ,由 流体 微 团 组 成 的 
曲线 ,在 这 条 曲线 上 ,每 一 流体 微 团 的 运动 速度 s 均 与 该 他 线 相 切 。 出 这 一 定义 出 发 .运用 拓 
量 的 矢 性 积 ,可 得 


vx dr. = Ü (6.2.6 
AP dr, 是 流 线 上 的 微 元 位 置 矢 量 ,v БЕРНИ НОЕ Sp pE BE о 
令 
p = Ve, 
dr, = едх 


将 它们 代 人 式 (6.2.1) ,可 得 
vdr (е, x E) = є Урт dre = 0 
由 于 上 式 是 零 矢 量 的 表达 式 , 因 而 其 各 分 量 必 须 等 于 零 , 即 
о ах? - vidx! = 0 


s dr? _ озах? = Ü 


vidx! ~ рх? = О (6.2.2а) 
或 

v г? ТЫ 

ах! T Ча? = ax (6.2.2b) 
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РЕЖА, IN ХИН 


" = № 
р? = 0 
я = 
而 
ах}! = dr 
ааз? = іф 
dx? = dz 
所 以 
Ра у в. 
dr 一 rip = dz (6.2.3) 
6.2.2 Ж 
НЕ пу нң se ХА 
drp = pdi (6.2.4) 
Руа 
drp = e,dx 
g = vie; 
得 
《dx — vidrije, = Ó 
或 
dri = rdt (6.2.5) 
对 于 圆柱 坐标 系 , 则 为 
dr = в ғ 
1 
de = s= d$ 
dz = vdt {6.2.6} 


6.3 ШЕФА Та о 的 散 度 定义 式 


在 实际 问题 中 ,任何 质点 (或 徽 团 ) 总 是 有 一 定 体积 的 ,因而 在 分 析 质 点 运动 的 同时 ,也 
应当 分 析 其 体积 在 运动 过 程 中 的 变化 情况 。 
已 知 在 曲线 坐标 系 下 的 微 元 体积 为 dV ,其 表达 式 为 
dV = увах Чл? dx” 
当 此 体积 以 质点 的 运动 速度 sg 做 运动 时 ,其 太 小 、 形 状 均 将 发 生变 化 ,如 令 
1 D(dV) 


为 此 体 称 的 相对 变化 率 , 则 其 表达 式 可 求 得 如 下 : 
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a 
a 
а 
48; = (e, + 58dijds 


式 中 ,ds4 ‚95% ‚95% 分 别 表示 变形 后 的 微 元 体积 边 长 矢量 。 
于 是 ,变形 后 的 体积 ау 为 
ЧИ = dS} - (45, x 4S;) 


а 2 д р 
= (е, + зе) . [(е, + 22a) x [= + Z3 а) dx de? a 


g а 
= [е - (е, x es)] dx! ах? ах” + [55 ' (e, x és) + e, ` E x е) 


+ е; ` (г, х 55) Ч’ Ч? dx de 
注意 ,此 处 已 赂 去 了 di НЕЕ ЛУШ „1А 
e, ` (e, x е,)ах, dx, dx2 = v вах! 4х? dx? = аў 


而 
а 
т = (V, m) e, 
а 
253 = (у. rr) es 
а 
553 = (я, oe, 


把 它们 代入 ау 的 表达 式 后 ,得 
аи = dV + {Са )е, + (в, x es) че, - (Ул )е„) х e] 
че, - [ве x {Var e) e, ] | dx! dx? dæ dt 
To ЖИ СКЕ НАЕ ЛЕ, К K S] БУ д 
аў = dy + [V i + Vv + Van’ Пе, + (e, x ез) ldx dx da dz 


或 
dV' = dV + (wy ата, 
5 
D(4V) = dV — dV 
于 是 得 
Diay) i . 
ЗЕ; = чи = div р 
这 就 是 曲线 坐标 系 下 速度 。 HERE, 
6.4 本 构 方 程 


(6.3.2) 


(6.3.3) 


在 任意 曲线 坐标 系 下 ,流体 的 应 力 与 应 变 关 系 式 是 流体 力学 的 重要 方程 之 一 ,为 了 求 得 
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这 一 方程 , 先 对 应 力作 一 分 析 。 
应 用 二 阶 张 量 的 道 变 变换 式 , 求 得 曲线 坐标 系 下 静 压 力 — р ИЕ. 
BERRIREN y' ,新 坐标 为 x'。 对 于 第 卡尔 坐标 系 ,其 逆 变 分 量 即 为 投影 分 量 , 张 晤 形 


式 为 


一 (п = m) 
om = {0 (ул) (6.4.la) 
或 
= = (- p)2,, {6.4.15 
WRS о’ МЕРЕ Е НРА ГЕ, ЕН СНО АРАА ,应 有 
# _ Әх дд 
сё = T Pan (6.4.2) 
将 式 46.4.1) 代入 人 式 (6.4.2) ,得 
sa да 25 p) 
— ау" ву" P 
Эі 
85, z ‚5 = 分 别 是 ei， e 的 对 应 分 有 量 , 所 以 
Эх ах ; ; š 
ау" Эу" = Ф: е = g 
EAE СР НЕ О а 
sË =. рв" (6.4.3) 


如 果 TY ЗАНЕ ЕЛУ Jj ВИ АВЕ, рў 为 附加 应 应 力 的 道 变 分 量 , 则 由 流体 力学 知识 ， 
应 有 
TŠ? = o + р" (6.4.4) 
对 于 牛顿 流体 ,存在 下 列 关 系 这 
р’ = Е, (6.4.5) 
Аир, Е" 为 四 阶 各 向 同性 张 量 , 而 Sa 为 应 变 率 张 量 的 二 变 分 量 。 
完全 模仿 笛 卡 尔 坐 标 系 下 四 阶 各 向 同性 张 量 的 表达 式 (2.8.8) ,应 用 二 阶 张 量 的 逆 变 变 
换 式 ,将 б, ДЕ рб, DJ 
Е" = Agg” + plge” + в?) (6.4.6) 
№5(6.4.3),5(6.4.5),2(6.4.6) КЛ (6.4.4) ,得 
TV = pe’ + [Age + н( айв" + ва?) ] Sm 
HF 
aSo = ía 
g'e” Si = 5* 
z" Sm = $ 
因此 
= (~ p Ао) ай + 238° (6.4.7) 
ЖЕЛЕ z, ,得 
BaT” = (— p + АЗ) eg + lusg; 
或 写成 
- 202 > 


T; = (— р 十 487) 8 + 2$; 
НЕ = ГМ ERTER 


Т = (— p + ASZ)8 + 245 
由 于 
8! = 3 
Г: = – 35 斯 托 克 斯 流体 ) 
Bl | 
一 Зр = 一 Зр + ЗА" + 245; 
或 写 咸 
$:(3А + 21) = Ü 
在 一 般 情 况 下 ,5: 不 为 零 , 所 以 
ЗА + 28 = ü 
或 
А = – и 
Т оН НАЛИК КОЖЕ 
т =- [p Zusia + 2.57 (6.4.8) 
如 以 张 量 表示 , 则 
T = - pl + A(div е} + 28 (6.4.9) 
对 于 斯 托 克 斯 流体 , 则 为 
T =- pl — Z p(div Е + 25 (6.4.10) 


应 用 以 上 结果 ,本 求 得 圆柱 坐标 系 、 球 坐标 系 下 应 力 诸 物理 分 量 的 表达 式 。 
Я РИНЕ 


дф, | 
ть = - P +2⁄4 j, + Ад p 
r =-р+2 ЕЗ и) + ла 
# =P # аф + 7 + v e 
Э 
Тш =—-рв+2и{5°}+ Adi e 
1 2v, А se) 
Tr Я г Зо + dr r 
du 122.) 
= —=| , Í “t. 
тъ = | Әх + г дф 
дъ, 2») 
Ty = el 可 + Be (6.4.11) 
x p PR SE bp Ж 
д 
Тик =- p + 2р 3p + Adive 
Jy 
re = p+2x( t 58 + |+ Айу» 
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1 Jr СА 2e) ' 
Сар = p 21 a + д со + R + Adivo 
| 1 дь дву z) 

Tæ = Мово IRR 

1 ðt lƏs 2, ) 
= = “(кызд Эр t R 28 RY 

1де, 9% =) 6.4.12 
се = [нано др Әв R ( ) 


6.5 阳线 坐标 系 下 的 切 上 应力 互 等 定律 


在 流 场 中 任 取 一 点 Р(х, а?а), ПН 


6 一 1 所 示 , 以 PP 点 为 角 点 , 取 td 

x! = const, x! + dx! = const 

х? = const, x? + да? = const 

х? = const, д? +d? = const 
为 楼 边 的 斜 六 面体 ,各 对 应 面 的 面积 分 别 为 
15, = |e,ds? x e,da] = V g V в даах? 

Pix! ох? хз) 
= у оз 一 ва Ча dx’ 

dŠ, = V gngn ~ #hdx ds? = Sg V e az: ds’ 6-1 йлн 


dS; = увива — geda'da’ = Ув v g” as Чл? 
作用 在 P ЖЕНЕ E 693616 31 E: 
- T'dS,, — T°dS,, ~ 7°45, 
式 中 ,7 表示 作用 在 外 法 线 方向 为 - 【之 微 元 曲面 上 的 应 力 , 这 些 应 力 可 向 基 矢 重 方向 分 
ЯЕ, Вр 


T! = Time, 
T = Ten 
T = T'e, 


AP, P”, T”, T” GWER T, T, T 的 赣 变 分 量 , 取 负 值 则 表示 表面 的 外 法 线 方向 与 逆 
变 基 矢量 方向 相反 。 

下 面 求 外 力 对 点 P(x' ,x? а) 的 为 短 方 程 , 现 假 设 

1 .表面 力作 用 于 各 对 应 表面 的 中 心 ; 

2. 各 表面 滑 аб 方向 的 变化 景 对 力 扎 的 责 献 可 忽略 不 计 ; 

3. 质 量力 对 力矩 的 贡献 , 与 表面 力 相 比 可 忽略 不 计 。 

这 样 ,表面 dS, 上 的 表面 力 对 点 PO, д’, а) 的 力 失 应 是 


A esda’) x ( T'"e.)ds,] 


一 {е.а + T e,da2 + 
+ [4C esda? + езда?) x ( ""e,) as,] 
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= Ете? ре?) Z Vet da dr da’ 
同 理 ,表面 ds: dS; 上 的 表面 为 对 P 点 的 力矩 分 别 是 
МЕТ е! — Те?) / км g dx ах? аа? 
УСТ? е? T'e) вм вах ахах 
ЖЕ Б И, EDARI AEA AMEA АКН P (x! ,x , x°) 的 力矩 贡献 可 
ма 7-1. E 148 
(ет? _ ТЗ) а + (ет — ет) М к” + (ет е1) 3 д = 0 
或 者 
eV g? T? -A gP TP) + el gT? Мет) + е а YY) = 0 
由 于 e" 不 为 零 , 所 以 有 


Матт" er" = o (6.5.10) 


或 
-T_T o 
Маб Vz 
т! т! 
— —— = 0 (6.5.1) 
У = g" 
тӘ те _, 
Z "Z= 
Hi r ДЕ СУҢ БН Pt > [5 633 2 G 1 未 对 应 的 物理 分 量 , 则 
" т? 
тї = — {6.5.2) 
У = 
于 是 得 
r” = с” 
r? = g” (6.5.3) 


上 式 表 明 , 切 应 力 的 物理 分 量 互 等 。 这 就 证 明了 在 曲线 坐标 系 下 切 应 力 互 等 定律 . 
6.6 和 连续 方程 


在 推导 连续 方程 时 ,对 微 元 控制 体 的 选取 方式 可 有 多 种 , 较 常 用 的 有 :; 微 元 控制 体 静 目 
不 动 ; 微 元 控制 体 随 流体 一 起 运动 ,为 了 对 连续 方程 的 导出 有 较 全 面 的 了 解 ,我 们 分 别 采 用 
两 种 方法 。 
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6.61 WEST IK RS F 755 
如 图 5 -2 所 示 , 设 在 流 场 中 任 到 一 点 P, 


> Р 5% — 7 tE abedefgh ,如 前 А 
БУВ РАНЕН Ат ВАЙ, ЗЕ — ‚ 
аЬ = ех! K 
ae = edz’ b £ 
ас = езх 6-2 连续 方程 
TÆ, Ен x — 2£ АЈА, НЫ ТЕГ ЖН ЛУ Je: 
mabed = ve мед dx dx = v балл? 
гравер = / G. dx) да? 
гуасев = V Су ал? 9х? 
式 中 
Cu = ЕЕ" 
С» = gg” 
Ga = вд (6.6.1) 
而 微 元 体积 则 为 


dV = м вах! ах? дд? 
时 于 所 取 的 是 微 元 牵制 体 ,上 述 各 曲面 上 的 流动 参数 (如 速度 w, 密 度 о 等 ) 均 可 用 点 a 
处 的 流动 参数 代替 ,因此 — abcd 在 dt 内 进 人 控制 体 的 流体 质量 应 为 
рн Єыайх! dx dr 
AF, ve 为 速度 v 的 道 变 物理 分 量 。 
H efeh ЖЕ аг 内 流出 控制 体 的 流体 质量 为 


| b: бы + Fp бы ал? | de' dx’ de 
因而 ,在 di AM e 方向 净 流 出 控制 体 的 流体 质量 为 
52 (о Ca)da' ds dx’ a 
间 理 ,可 得 ds РУ x!' 、x? 方向 净 流 出 控制 体 的 流体 质量 为 
Fora Cn dl ал424: 


52, (оа Сз Ах! ах" dr dt 
于 是 ,在 di 内 控制 体 中 净 流 出 质量 为 


Әд ovis бы) + 2( pole V Gn) + Эт M Ca) | тая? ая? ве 
дах! Эх" Эх? 


H БЕЛИҢ НИЖЕ ЗЕ, ИТИН —-ЯБЭР ИЙИК НЕЕ ААРА ЖЕЕ BF 50282 41, 8 88 
BIERA E BERZE HSE , 则 在 a: 内 ,控制 体 中 流体 质量 的 改变 为 
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HS 


dVdz = 30 аан ах? ал? dt 


根据 质量 守恒 定律 , 则 有 


aopgw Gu) Эрве Ga) (рову Ga) _ _ дв ys 
Эх! + Эх? ах? а; 


或 (vpv g = s) 
ao 1 9(pvgvie) 
At + ма з 7 
(6.6.22) 即 为 曲线 坐标 系 干 的 连续 方程 。 
6.6.2 йл | kE EE ie iki zh 


假定 控制 体 随 流体 一 起 以 相同 速度 u 运动 , 则 控制 体内 的 系统 和 控制 体外 的 流体 无 相 
对 运动 , 即 没 有 流体 质量 进出 控制 体 。 根 据 质 量 守 和 恒定 律 ,应 有 


О (6.6.2a) 


бобу) = 0 (6.6.3а) 
或 
Реду eS) -0 (6.6.3b) 
НН d V ,得 
D d 
Be , pX 0 (6.6.4) 
因为 已 知 
De _ Je ;3p 


р, © а; т? ах 
аяа (6.3.3) 2(3.4.4) 


= div > 


(ау) 1 Әбу gv) 
dVdr ^ Ув Әх 
所 以 式 46.6.4) 左边 可 以 改写 成 


9 3( кы 
+ p б. + E 2( gv ) 
Эх Уш Эх 


-= Эв + [л že + ви | 
- 2e 1 (омет) 
ЗЕ УЕ Эх 
于 是 得 到 连续 方程 为 
дв ,1 Ә(рудь) 
+ Vg Ar 
-H Ж 08А, HHB НЯ ЛЕН на [а] -方程 。 


= 0 (6.6.2Ь) 
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6.7 以 应 为 表示 的 运动 微分 方程 


6.7.1 运动 入 分 方程 
在 第 五 章 中 已 讨论 了 一 点 应 力 的 表达 式 
Рс = P'dS, 
AHH, P 为 作用 于 对 应 微 元 坐标 曲面 上 的 应 力 ,d5, 为 该 曲面 的 面积 ,已 知 


45, = + Ук Vg drda = + V G, dx da, 


于 是 
2:45; = ТР: МЕС в da) 


应 用 以 寺 结 果 ,可 推导 出 曲线 掌 标 系 下 的 运动 微分 方程 。 
设 在 流 场 中 任 取 一 点 о, РА о 点 为 前 点 .过 6o 点 


之 坐标 曲线 < = const 以 及 x + dx = const ЭНЕ (т э! ахз) x! dx? 


ЖЫ НАК СУК II , ВЛЕ 6 — 3 所 示 , 则 过 点 o 各 对 
应 的 曲面 面积 ,对 所 取 的 微 元 六 面体 而 言 ,应 为 
95, = v g V g" дл? дл 
p Ve Te, 
而 作用 在 对 应 曲面 上 的 表面 力 分 别 为 
- P'/ zg V g" da? dx2 
~ РЕ Ve ах! ах? 


Р z ve dr ds? (6.7.1) ЕКЫ 
н, Р" 为 作用 于 对 应 面 上 的 应 力 。 图 5 ~ 3 Ыта вт РЕ 
МАНЕ, 
Pivg = Te, (6.7.2) 
Вр Т“ 作为 P' а 的 逆 变 分 量 , 于 是 
P' = Z= (6.7.3) 


再 令 РА 为 已 的 可 分 解 分 量 的 绝对 值 , 则 由 上 式 
TË у ; 
P' = veut = Р 
VE ° 


pš — P Ua (6.7.4) 


为 使 表面 力 的 表示 形式 和 笛 卡 尔 坐 标 相 -- 致 ,再 令 
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得 


Т! = Р* Уа Ve" = V gTše, 
+E Я it 5 ph, 


一 ТГ dx ds’ 
— T dx ах? 

— Тах’ ах? 

而 必用 在 六 个 面 上 的 表面 力 之 合力 应 为 


[52 


(7) + 5; -Z (T) + Ja -2 (т) ] ал! dx dx = ЭТ" А ах? dx 
令 作 用 在 微 元 流体 上 的 质量 力 为 


day = f~ gdr 4х? dx 
根据 牛顿 第 二 运动 定律 ,可 得 


Тая! dx дд? + p /gfádx' dx dz? = е Sed! 
所 以 
SE + руду = рҮн Pe 
D 
ЖР, p, 为 加 速度 。 
出 于 
因而 


T' =v gTŠe, 
НН (3.2.12) 和 式 (3.2.1) 


^а - rÈ 48 
se = Ге, 
所 以 
a = ТАЄ 
x 
HF 


ГАТ* + гіт") 
2T А 
PTI ГЕТ + TT = gT” 
РТ ТИЗЕ НАК ВЗ ИР ЖЕ U 
V T“ + of = ра‘ 
又 因为 


V T = = = gT*) + ГЇТ# 
YB 
则 式 (6.7.10a) 又 可 改写 成 


(6.7. 10а) 
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(6.7.5) 


(6.7.6) 
(6.7.7) 


(6.7.8) 


(6.7.9) 


万 > 
对 于 正 交 的 曲线 坐标 系 ,由 于 可 分 解 分 量 即 为 物理 分 量 , 且 


“ „| 
g = x 


P НУ Ре (k), a (k) 可 分 别 表 示 成 


《6.7.10b) 


Р, = P“ -VB нт“ 
УСЕ) = “вый 
а\К) = V maa" 
代 人 式 (6.7.10b) такал ТЕ ЗН 
а “к Zk) p 
теза ушш * Уш = оа 6710 
6.7.2 МЕ тира Ул ҖЕ 
在 圆柱 坐标 系 下 , 式 (6.7.11) 可 以 政 写 成 
1jəj Р а] Pe 1 әр P. ‚Р (r) ( 
ое" аа] [УЫ ГЕ ЧИ 7 
a Pe, af. Р а ‚ _Р 
у 中 + у= |+ л ] Г; Z= 
+ г Prp Le) = о 209) 
И Ер Ув» V Eep 
llaj >, 2 ИС a 
:人 [er [+5 ое |+; э] ус |+ +e Ге, = e = 
内 于 
Vm, = lV ш = rv gz = 1,/'д = r 
Dr = -rT = rz = -L 


FUERTE 


іра 
EA + С, + EA r xe + оғ) = alr) 


Мт) Дно А. о 
NEFESTE += Pe ) + ОР. | + fle) = palz) 
并 因 汐 加 速度 为 
(站 = BE Ба 
alp) = WP + e 
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Dz 
alz) = D: 
Т H Л) ДУ УН ФЕ ХЕ НН 


所 以 最 后 得 到 部 柱 坐标 系 下 的 运动 微分 方程 为 


2 ар, 3P, ар. Р, - P 
өр - 9] оо а пе аг е 
Би ЭР 2р 
ое + 25%] = СЕЧЕ trop Pe) + 区 Po + — 
oD = f(z) + 22 + = + = (6.7.12) 
6.7.3 球 坐 标 季 下 的 运动 微分 方程 
对 于 球 坐 标 系 , 也 可 以 完全 类 似 地 求 得 运动 徽 分 方程 为 
Pa (R) = 2 Pm ‚ 1 x = ла, (2р - Ps - Рь + Pacote ] + КВ) 
еа(6) = “Pe + Н Py , „1 эи, 元 [2Pm + Ра + (Ру — P, cot8] + ge) 
palo) = Р + 1 PPa + ЕЕ, “P + БЭР + Ры + P.scot8]) + ой) 
(6.7.13) 
*6,8 有 势 流动 。 势 国 数 及 其 性 质 . 势 函 数 方程 
6.8.1 有 势 流 动 及 势 函 数 
首先 定义 有 势 流动 ,如 果 对 整个 流 场 满足 
rot ç = 0 
Ж ИИ. A ЭЕ RE ВЕ) 场 , 而 这 种 流动 称 为 有 势 流动 。 
因为 
е е; ёз 
1] 3 ә а 
roto = Wx = Jz ах! Эл? аг | 
0} ША ba | 
ВТЕ ЛЕ К Bb ИА S Р Sua ЫН, ЛАН 
s - =” = 0 (6.8.1а) 
成 立 ,或 写成 
дь, Jy, 
= = s (6.8.1b) 
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从 数学 分 析 知 道 ,要 使 >, 为 某 一 函数 上 对 坐标 的 偏 导数 , 即 
a$ 
Әх! 
a% 
952 
аф 


2 


v = 


е = 


刚 式 (6.8.1b) ЕЕ. 
HIT в, = (x ,wx 1) ,因而 名 也 是 x ,i 的 函数 ,在 这 种 情况 下 ,微分 三 项 式 
n dx! + р.да? + о, ба? 


可 斌 为 是 # 小 数 的 全 微分 . 即 


а 2% ap 
s dx! + ndx’ + ndx’ = de + zadr + zat = d$ 
Ир TEE, A 
_ 9% 
р; = Ə x: 
dé = вах 
P= ре! = 38 = 7$ (6.8.2) 
Әх 


EARR, РАЗНИ ЕЛ E ТЕЛЕЕ БАЙ Ф, НАА r 的 偏 导数 等 于 速度 在 该 方向 的 协 变 
分 量 。 
不 仅 如 此 ,在 第 卡尔 华 标 系 下 ,速度 势 # 对 任意 方向 8 的 偏 导 数 ( 即 所 谓 方向 导数 ) 就 是 
ЖЕНЕ о 在 该 方向 的 投影 ,这 一 结论 对 曲线 坐标 系 也 同样 正确 ， 下 面 就 来 证 明 这 一 性 质 。 
由 于 
dë _ 98 dr 3% ау (2 зу) 


ds Di ds ау 3# \ ау ds 

式 中 应 用 了 

3% _ 2% 2у* 

9х’ 3y ах! 

дх' ах ду 

ds 2y ds 
因为 

ду” EE = 8* 

аа ду! Í 
所 以 


2$ _ 3f ydf _ 9$ dy 
Әу ау + ds 一 ау ds 
о S 方向 在 上 IRR B, Ep 


d 
Чы = (8), = s 


至 于 3 正好 就 是 速度 在 笛 卡 尔 坐 标 系 下 无 坐标 轴 的 投影 分 量 . 即 
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ду 
所 以 

I = es = >, 
由 此 得 证 。 


6.8.2 ЖЕ 


在 定常 运动 的 条 件 下 ,连续 方程 可 写成 
divov = pdiv е + € - grad o = о 200) 4 ЭВ = 0 


УЕ ах ах 
Е яй Уу #ë 33 
dp + роде = Q 
音速 方程 为 
2 _ ЧР 
а = do 
应 用 以 上 方程 ,可 得 
а И 
de =- аб es) = зз gg (mn) 
但 
д 
de = уңа 
所 以 
20 gxt =- -2 -2 Яр, Фе 
Эд за? Эд 5 Yiv 
Вр 
Ə 8 x 
дай = Заз 0 ED 


把 它 代 入 (6.8.4) ,得 
19а. 
Ув 22 
а елку Еву 35 Бе ИЕН B£. , 则 
мв) _ У ваа 3 


247 ВЕСЕ” V Еву) = Q 


_ 1 8 А 
Ив) - [5 sa ev)) = 0 


д — 
7 9526 8 
如 以 


2 Эф 
3 


{КА (6.8.9), BIRRE R АЕК НОЕ E 


k 
Я = 


{6.8.3) 


(6.8.4) 


(6.8.5) 


(6.8.6) 


(6.8.7) 


(6.8.8) 


(6.8.9) 


(6.8.10) 
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fE22— 1 Е, RIKER REENA Г РУЗ o 
对 于 图 柱 坐 标 系 ,有 
х! = r,a? = px? = z, E = f 
V Eu = 1, Ez = r. Bn = 1 
Г" = 1, Г а? = +, / z = 
代 人 式 (6.8.10) ,得 


та та 1 3 ож, д 
т Pre) + ор) + GOVE) - 1 Sr i, + ож» + зш) 


1 2 1 а 
一 зоту ap 7# + D> + væ) — ри 5; e, + Do + bk.) = © 
% 
Ə 
tm = s$ 
1 аф 
Das = т дф 
g 
va, = s 
或 
V = $. 
1 
жр = F Pe 
тж, = $, 
Kil 
за 12/14), 2 2 i 
+ 
1 а 1 1 а 
-apte а | + BA a K) ое (+ а М) = 0 
展开 之 ,得 


$2 1 2 
é, + L$, + Yk +. - 29. - 289,8, + — s 59, 


-dy -a Piba ~ й, 


CETT - фав - 1929. 
三 ат а 
аав ЕЕ ЛЕК THRANE ` 
g #2 \$ p? 26, é 
же (ив + (1-8) - 255 


а? 2 g 
2%, 9, 2%$,%, A 
— 了 了 é... 一 2 Ф. $ | І + = ‚| = о 
a г а г 
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(6.8.11) 


x6.9 Жэ» КЛ Ж 


6.9.1 НЕХ 


在 二 元 定常 流动 中 .无 论 是 可 压缩 或 不 可 庄 缩 流 体 均 存在 流 函 数 о Hi — u. SE NE HJ 
压缩 流动 的 连续 方程 


Slog) = 0 (6.9.1а) 
或 
52100489) + sto Vse) = 0 (6.9.1Ь) 
(оо 为 不 可 压缩 流体 的 密度 )》 
yo 2 
215 а (6.9.2) 
Po 2 
я = - PEA. St (6.9.3) 
则 上 式 满足 连续 方程 式 (6.9.1)。 为 了 讨论 方便 ,可 将 a,8 作为 二 元 流动 的 下 标 , 于 是 
. a 
“= 7 < 52 (6.9.48) 
或 
24 _ Уи | y 
2% = (248), (6.9.4b) 


式 中 ,a ,月 均 取 1,2。 
起 (6.9.4) 即 汶 可 压缩 流体 的 二 元 定常 流动 的 流 冰 数 Ч 定义 式 。 


6.9.2 НОЕ 


流 函 数 有 两 个 重要 性 质 。 
1.64 2 сопзі, ДН ЕН 25 КО ЕЕ 


由 
ах = dx! + Side = Ta (6.9.5) 
将 式 16.9.4) 代入 式 (6.9.5), 刚 
а = (еза) (en) wae (6.9.6) 
由 流 线 方程 ,可 得 
ev дай = Ü 


代入 式 (6.9.5) 得 
àV = 0 


Ву 
APO = const 

由 此 得 证 。 

2. 过 两 点 间 的 质量 流量 等 于 po РЯ Ра Y 之 差 。 

HEMA F = CG, Y = C, БЕЖИ Р, 
R( 如 图 6 -4), 然 后 在 ,了 R 两 点 的 连 线 上 取 一 点 局， 
ФЕН PR 连 线 的 微 元 位 置 矢 量 dr; ,并 假设 6 点 的 速 
Жо, РАА ds = |drs | 的 质量 流量 应 
是 

dQ = plv x dr, | = æm i" da /g V g” 

对 于 二 元 情况 ,因为 


g = 1 
所 以 
ЧО = єв дж? /g 图 6- 4 ЖЖ 
由 式 (6.9.4} 1 
ЮУ Ве, = Po = 

代 人 上 式 , 得 

dQ = po озал = рай 
于 是 

R R 

O = [ао = oof aw = Pol Ca 一 Cp) 

由 此 得 证 。 


6.9.3 定常 不 可 压缩 流体 无 旋 流 动 前 流 函 数 方程 
对 于 不 可 压缩 流体 ,np = po ,因而 册 连 续 方 程式 (6.9.4a) 


т" = Е 757» 


再 加 上 无 旋 条 件 

ат, = Ü 
及 

t. = ар 
所 以 


把 上 式 代入 式 (6.9.9), 得 
Epa СЄ... тө» = 0 


AX Н. (2.1.19) 4 
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(6.9.7) 


(6.9.8) 


(6.9.9) 


(6.9.10) 


єз = бабы — дада 
{А.а (6.9.10) 得 


_ Eag „| =0 (6.9.11a) 
[ ыбы - ид.) б= В 
或 
Бы _ бар = 0 (6.9.11Ь) 
(ev, бз a), 
HERRER ,得 
2 (gs 50 5.9) 55.052 эу 
эа 9” Ve дк} д 
进一步 展开 上 式 


x" 


3 (5 IF Бу 7%) + a (8: aw 
Ма Әх) МӨ: 9 


最 后 整理 得 


а í gx ат 2 í gu аш ә ген aY а gx ЭЖ 
Эх! (22 ах! ) + э Ен 1 T aE эл) + (E 5%) | = 0 (6.9.12) 
(6.9.12) ВЕ лж н ЕВЕ ДЕ а ЧИЕ А б Ут Же 
对 于 圆柱 坐标 系 , 则 由 


£ 
代入 式 (6.9.12) ,可 得 


air Sr) aglr 3g)=° 
或 


{6.9.13a) 


(6.9.136) 
对 于 币 卡 尔 坐 标 系 , 则 可 得 


(6.9.14) 
6.9.4 ЖЕ ИПЕ# Ke РВ Е en а 


对 于 无 旋 、 可 压缩 流体 的 定常 流动 ,可 根据 连续 方程 式 (6.9.4a) 


Оо 
P ga 
pyg 
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所 以 
„= Po. в (6.9.15) 
o 


ЖЕ 
Єзї = Ü (6.9.16) 
156.9. 15) 代入 式 (6.9.16) 得 


展开 得 


《6.6 — Ba ач - (BB - bdu (Ethos = 0 
再 进一步 展开 ,得 


(gr) - (Er) - (Ev. - безе}, = 0 (6.9.17) 
24(6.9.17) 中 的 p. У АЗ Ж ЕЕЕ АРЕНЕ НН о 
由 运动 微分 方程 
dp = ~ pudo 
音速 方程 
dp = adp 
所 以 
ao =- 245) 
故 有 
Da =- (2). (6.9.18) 
但 
1а - 本 (era = 到 [sm ар аваз?) = Jemen Z saw n.) (6.9.19) 
将 式 {6.9.19) КЛ (6.9.18), 
Ds 二 一 | tawna). 
展开 之 ,得 
бш =- een (бр р) И + EZD [ 一 Zhen] (6.%.20a) 
或 
оё (ax, 一 бу w ‚) 
Pa = 2 2 {6.9.206} 
2а е [1 (ара, - ®®лр ар ‚)] 


将 式 (6.9.20b) 代入 式 (6.9.17) ,得 


[w - беу.) „Уй 
ve © Vg “la 2ар [i - {g _ Вар т.) 
одов таа 
特别 地 ,对 图 柱 些 标 系 , 则 可 令 
x = r, м = z 


即 轴 对 称 情形 ,此 时 有 
gn = l, gp = 1,21 = gx = Ü,z = г? 
Фі = Ж ,,Ч „ = Y, 


ЖА (6.9.21) ЖЕ — ЖЕ ВЕНЕ, НГЕН, ЖЕДЕП НОЕ СА g FE > 


2 2 z 
(1 оче) (1 aa) 2 бал - 


гра т?р? д? 


у, 


(6.9.22) 
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1.1 (а)аух'а = аца а! + ара? s? + ава s! + ana a + Ga” x? + адла + аз x x° 
+ арх? + аза? х? 
(Баха = (ар + a? + а) (мя + xax + хх”) 
(с) (вух) = (arz! + asz2 + азх? }? 
1.2 《ay а; RË 
(b) (аа! + аза? + asa )a Ж 
(с) А; 矢量 
(d)A At 标量 


1.3 (a)g' = +Gi- 2 + k) 
g = 102 i- 2j + 2k) 


g = + (2 + 5) — Ak) 


(Ь)5./2. 
1.4 (аја! ра’ =-2, а? = 16 
(Б) а’ = — 3, a° = - 4, а* = 2 


(c)a, = 3, а = – 3,as = 0 
(d)a, = 13,a, = 1б,а, = 9 
1.5 (1) ШЕЯ 
(а) g, = соз + sin; 
g: = 一 rBin@i + гсозбў 
gs =k 


3 


1 
(b)g' = 88 = 582,8 = ёз 
(2) 球 坐 标 系 
(a) g, = sinfcosgi + sinĝsingj + cos0Kk 
#2 = гоозбсовой + гсозб т} — гп ВЕ 


Ез = - гвіпбзіпфі + rsinQoosgj 


1 1 
(b)zg' = 8..8? = F828 = rsin gE" 
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1.6 


— — sinf 0 
Вв В B, cos — ‚т 
应 # 8: = | sing —6080 Ü 
1 
va l], — | 
Iı б A cos rsin 0 
‚ № @Æ@l]=]|-sinð гсозб 0 
а Z Æ О о 1 
1.7 
1 
ѕіпдсозр —-совбдсовф 
в т в г 
в B 8 |= віп дзіпф -L созбъюф 
э в В 
fz в В! cos? _ 二 sing 
вв віпбсозф sin sing 
a # |= rcos@cosp roostsing 
x в Æ — rsinQsing_ ғѕіпбсовф 
1.8 р = coso" + singe” 
= = Шабо" + 1 созбь? 
г r 
р = si 
1.9 ши = віпбдсоѕфу" + ѕіпбвнзфы? + coste” 
2? = rcosQcosgul + созданную?” — rsin” 
1? = – геіпбвіпфь” + ғзіпдсозфь? 
1.10 gn = gz = ga = ву = l(i j) 
; 1... ， 
g? = g? = g?” = Gog = LCi р) 
1.13 
4 7 12 
Ti =] 8 14 20 
и 18 24 
4 8 11 
Ti =| 7 14 I8 
I2 20 24 
习题 二 
2.1 а) 


1 sing 


T r sing 
1 cose 
r sing 

О 
cos 

一 rsing 


О 
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cos sing 0 
[а„3 = Ë sinf сой Ü 


Ü 0 I 
(b) м = mcos + vsin 
vi = — vsin + 9.6088 
ri = ty 


(e) D = (2 + соз 0)е е + (2 + зіп 0)e; es 
一 ыптдсовде” e; — sinf cosie, е 
一 ѕіпде еу — созбе, еу + беу es 
2.3 (а}3 
(b)3 
(с)3 
(90 
(е) — 6 
2.6 (al[9 —20 6] 
(bl - 12 -8 -10] 
(с) — 76 
2.7 (а) D- F = 12¢,€, + 15e;e, — ее, — 15е;е, + Sese; 
F - D = Юве, + 12e; e; — безе — безе, + йезе; 
(b) Э: F = 17 


D: F = 20 
2.13 I. = ав + azb, + asb, 
Ив =0 
Шь = 0 


2.14 А, =2,А, =7.Аз = 12 


10 + 2: - 16 ° 


= 10 + 2 ё - 
2 [5 А} = 2,24, = 4, Аз = 16 
Ë, = + е5 
_ {42 2 
(2.20, 
1 уз 3 
2.20 Q=- ёё ~ 5 ne Зе, _ Fere, + ве, 
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4.3 


4.4 


5.3 
5.4 


© 


V = ее, + Z2e;e, + 3e, es 


s= ж = 
见 本 章 式 (3.8.12) 
所 本 章 式 (3.8.22) 

2] Ж 四 
0, = Р 
та = @ 
у, = гвїпбфр 


а, = F- 8? - nsin 
ae = г 0 + 20 — пр? sin@cos9 
as = r Фф sin + 2fpsinf + 2прдеовб 


(2)8 = arccos 


kp" 
_ mg 
cos 
Ја 五 
(а) # 4де! — De 
44 
O) & 
(c)cos0 = 0.94 
n = 1 
1 
п = + (e: – 2е, + е,) 
а = Š C =- > 
О Q 2 
F = |0 [ - ¿2 = 1 
2 -1 1442 


5 
= +e є; -Bee -Bere + 4 £28 + 3e, es 
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5.5 pb, =- Bz 
бб = 一 之 
cbs = 0 
5.6 《aa = 2, оу = gQ =-1 
(b)am = 4, am = am = 1 
5-7 сар = З, сш) = Š, озу = 9 


Is = 20, I; = 123, Ш = 216 
5.8 Sa = 31, Sa = 8, Sa = – 39 
5.9 (h) 两 个 应 力 矢 量 分 别 为 


5 (14е + 18е, — Bea) 
r. 28е, + 16е,) 


Ce) ва; = 4/65 с, оф = О, = 一 V 65с 
(оз) = v 65c; 主 偏 应 力 与 主 应 力 同 。 


-10 x = Зе, + бе; 
.11 连接 两 点 的 矢量 在 位 称 后 的 矢量 是 


Ве, + 了 e2 十 25е; 


5.12 (а)п = 02607245 = 1342 + 1) 


м їл 


(bàm = 12 


& 0 2 63 
268, & 0 


| 0 25, $; & 
85-1 0 22,8, 
F = 28, 2, E? = 1 0 | 


0 22,2, 85-1 
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0 0 
| А? 2А 
2А А? 
5.17 
-2 4 
| i i 
-6 1 
-8 -2 
K = - 5 4 -12 
2 -6 
21 -11l 
С = - 1 46 
-12 10 
5.18 
то 0 
ЕСА 
0 A 
5.19 
2 0 -2 
B=] о 2 ‚| 
-2 1 
ооо 
”-|о о 1 
о -1 0 
© = — ëj 
5.20 - 5 
5.21 0.006, о 
5.22 ТЕ = 0.006 
ПЕ =- 4х 10% 
ЩЕ =- 24 х 10° 
5.23 gay = Ñ, em = 4, 
em = 3, e = – 1, 
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